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 :مقدمة 

على وجو  وتوزيعاتها الإحصائية النظرية و على، عام بشكل الإحصاء على ،التًكيز الأختَة الفتًة في إزداد
 بـتلف في ومتعددة كثتَة تطبيقات لو أصبح إذ الرياضي، بؼوضوع الإحصاء الكبتَة الأبنية ظهور إلى أدى بفا، ابػصوص

 من إليو ابؼاسة وابغاجة أبنيتو وبسبب وجامعات، مؤسسات تربوية من العلم دور بـتلف في يدرس وأصبح ابغياة، بؾالات
 في ابعامعة عامة ، و طلبة السنة أولى، جذع مشتًك، بزصص علوم إقتصادية ،بذارية و علوم التسيتَ خاصة ، طلبتنا قبل

و التي إحتوت على برنامج ابؼقياس وفقا بؼا جاء بو ابؼقرر ابؼعدل لوزارة التعليم العالي و البحث  ىذه ابؼطبوعة ، تم وضع 
 .العلمي

 في مقياس  و دروسبعانب النظري على شكل بؿاضراتاابؼطبوعة جزئتُ، تضمنت في جزءىا الأول على  تضمنت
، ثم الفصل " نظرية المجموعات"فصول، تضمن الفصل الأول منها على شرح ل  سبعة   ، و الذي قسم إلى2الإحصاء 

ثم ".نظرية الإحتمالات"، و كل ىذا بسهيدا للفصل الثالث و الذي تناول " التحليل العاملي أو التوافقي"الثاني الذي تناول 
في الفصلتُ الرابع و ابػامس " التوزيعات الإحتمالية ابؼستمرة" و " التوزيعات الإحتمالية ابؼتقطعة"بعد ذلك تم التطرقي إلى 

" نظرية شيبيشيف و نظرية الأعداد الكبتَة" و " العزوم و الدالة ابؼتجددة للعزوم"ثم بعد ذلك تم التطرق إلى .على التًتيب
 .في الفصلتُ الأختَين على التًتيب

 لكل فصل من الفصول ة على شكل بؾموعة من التمارينه ،فقد خصص للأعمال ابؼوجابعزء الثاني منهاأما فيما بىص 
 .ذه التمارين مع ابغل ابؼفصل لوابؼتطرق إليها في ابعزء الأول من ابؼطبوعة، 
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 بسهيد

 علماء الرياضيات ابغروف لتمييز ، و عادة ما يستخدم  نظرية المجموعات تعد من الفروع الأساسية لعلم الرياضياتإن
 .المجموعات وعناصرىا

سيتم تناول ىذه الأختَة  بالتفصيل في ) الاحتمال نظرية في الأساسي ابؼبدأ أو الأول ابؼدخل المجموعات نظرية تعد
 (الفصل الثاني

I. تعريف نظرية المجموعات: 

تهتم تلك النظرية بدراسة المجموعات والتي .  ىو فرع من علم ابؼنطق الرياضي (Set Theory )اتنظرية المجموع
.  ىي بذميع لكائنات رياضية بؾردة والعمليات ابؼطبقة عليها، وتشكل إحدى أىم ركائز الرياضيات ابغديثة

 أعداد أو كميات الأشياء ىذه تكون وقد معينة صفة في تشتًك التي الأشياء بتُ بذمع أنها على المجموعة تعرف
 توجد التي للعناصر نرمز بينما كبتَة إنكليزية بأحرف للمجموعات وعادة ما يرمز واضحا تعريفا معرفا آخر شيء أي أو

. صغتَة إنكليزية بأحرف المجموعات تلك ضمن

ىي إجتماع من كل لعدد من الأشياء التي "  على أنها (J.Cantor)و قد عرفها العالم الرياضي جورج كانتور
 "بكسبها بحواسنا أو نتصورىا بأذىاننا، و ىي كائنات معينة بسام التعيتُ و بـتلف بعضها عن بعض

. ه جورج كانتور وريتشارد ديدكايندأكانت بداية الإىتمام بهذا العلم والعمل على دراستو بالقرن التاسع عشر عندما بد
وعلى اثر اكتشاف تناقضات عديدة في نظرية المجموعات الأساسية، اقتًرحت العديد من الانظمة البديهية لتجاوز ىذه 

. فرانكلن مع بديهية الإختيار افضلها على الإطلاق-ومن ىذه كان نظام زيرملو، التناقضات 

II. بميز ما بتُ :أنواع المجموعات  

IIII..  .1الشاملة أو الكاملة المجموعة universal set: 

 تدعى كبرى بؾموعةٍ  إلى تنتمي معها بالتعامل المجال ذلك بىتص التي العناصر بصيع فإن المجالات ،  من بؾالٍ  أي في
 .أي بعبارة أخرى ، ىي تشمل كل عناصر ابؼوضوع أو الظاىرة بؿل الدراسة . الشاملة بالمجموعة

                                                           
  :عاالم رٌاضً ألمانً، و هو من الأوائل الذي أشار إلى هذا المفهوم ، و ٌعتبر مؤسس نظرٌة المجموعات. 
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 بصيع تضم شاملة بؾموعةٌ  ىي الأعداد بؾموعة و العالم طلبة بصيع تضم شاملة بؾموعةٌ  ىي بؾموعة الطلبة : مثال
 .الأعداد

 .Ωأو U  بابغرفعادة ما يرمز بؽذه المجموعة ب 

II. .2العناصر المنعدمة المجموعة – الخالية المجموعة Empty set – null set: 

و توجد . ∅ بالرمز المجموعة بؽذه يرمز و عنصر أي بروي لا التي  أي العناصر منعدمة بؾموعة يقصد بالمجموعة ابػالية ، 
 .بؾموعة خالية وحيدة فهي كلها عبارة عن بؾموعات خالية من العناصر و بالتالي فهي بؾموعات متساوية

II. .3الجزئية المجموعة subset:  

 أي جزء من الكل .منها أكبر أخرى بؾموعة من جزءاً  تشكل بؾموعة ، ابعزئية بالمجموعة يقصد

 ضمن كذلك موجودةA المجموعة عناصر كانت و B و A المجموعتتُ لدينا كان إذا وفقا لنظرية المجموعات، فإنو 
. B بؿتواة في Aأو أن  B المجموعة من جزئية بؾموعةً  بأنها A المجموعة ندعوا فإننا B المجموعة

 B    A: للدلالة على ذلك، و نكتبنستخدم الرمز 

AB X: xA xB 

 

 

 

 

 

II. .4 المجموعات المتساوية: 

 .بوتويان على نفس العناصر (B)و  (A)أنهما متساوييتتُ إذا كا   (Bل)و  (A)نقول عن بؾموعتتُ

 الثانية المجموعة من جزئيةً  بؾموعةٌ  ىي المجموعتتُ ىاتتُ من فإنو بيكن القول كذلك بأن كلاً  ذاتو الوقت في : ملاحظة
. الأخرى المجموعة في موجودةً  منهما كلاً  عناصر لأن

A B 
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 في تساويها أنها و الثانية المجموعة من جزئية بؾموعةٌ  ىي المجموعتتُ ىاتتُ إحدى أن على لدلالة ⊇ الرمز نستخدم
 :، و نكتب ذاتو الوقت

A⊆B X: xA xB 

 B=4,6,8,2، و A=2,4,6,8: مثال

 .، لأن بؽما نفس العناصر و العددA=Bفي ىذه ابغالة نقول 

II. .5 المجموعة  المتممة أو المكملة: 

 Ωبؾموعتان جزئيتان من المجموعة الكلية  (�̅�)و  (A)إذا كانت المجموعتتُ 

، (A)لا تنتمي إلى  (�̅�)،إذا كانت العناصر التي تنتمي إلى  (A)أنها بؾموىة متممة للمجموعة  (�̅�)نقول عن 
 .أي لا يوجد أي عنصر مشتًك بتُ المجموعتتُ

x 𝐴 فإن xAإذا كان     .  ، والعكس صحيح ̅
 
 
 
 
 
 

 : مثال
 .Ω بؾموعتان جزئيتان من  𝐴 و A ، إذا كانت 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10=Ωلتكن 
 .بؾموعة الأعداد الزوجية :Aبحيث 
 ؟ 𝐴أوجد 

 A=2,4,6,8,10 A:بؾموعة الأعداد الزوجية. 
𝐴 𝐴 =1,3,5,7,9:بؾموعة الأعداد الفردية. 

II. .6المجموعات المنتهية : 

A �̅� 

Ω 
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يقصد بالمجموعة ابؼنتهية ، كل بؾموعة برتوي على عدد منتهي من العناصر ، أي بعبارة أخرى عدد عناصرىا بيكن 
 .برديده

 :إذن  ،15 عن وتقل 5 عن تزيد التي الطبيعية الأعدادبؾموعة  (A)لتكن : مثال

  A={6,7,8,9,10,11,12,13,14} 

III. 6 المنتهية الغيرالمجموعات  : 

ىي عكس المجموعة السابقة، فهي كل بؾموعة برتوي على عدد غتَ منتهي من العناصر ، أي بعبارة أخرى عدد 
 عناصرىا لا بيكن 

 5بؾموعة مضاعفات العدد  (A)لتكن : مثال 

 ىي بؾموعات غتَ منتهية وذلك لأن عناصرىا غتَ بؿددة (A)في ىذه ابغالة،  

 كل بؾموعة بيكن أن تكون ضمن واحدة أو أكثر من ىذه التسميات:  :ملاحظة

IIIIII..  العمليات على المجموعات : 
IIIIII..  .1الإتحاد: 

لمجموعة  تنتمي التي العناصر بروي جديدة بؾموعة ىي ونتيجتها {   {A ∪ B بـ بؽا يرمز Bو A بؾموعتتُ ابراد عملية
 ينتمي x أو A إلى ينتمي x إذا وفقط إذا {   {A ∪ B إلى ينتمي x عنصر أن أي. B أو A المجموعتتُ من واحدة

  B إلى

x ∈ A ∪ B ⇔ x ∈ A ∨ x ∈ B   }  } 

 
 A ∪ B 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D9%84%D9%81:Venn_A_intersect_B.svg
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 : ، ينتجات بتُ المجموع الإبرادو من خلال تعريف

 A∪A=A 

 A∪Ω=Ω 

 A∪B=B∪A 

 (A∪B) ∪C=A∪(B∪C) 

 (A∪B)∩C=(A∩C) ∪ (B∩C) 

 A=3,7,4 ،B=2,5,1لتكن : مثال

A∪B=1,2,3,4,5,7 

IIIIII..  .2التقاطع: 

. B وAونتيجتها ىي بؾموعة جديدة بروي العناصر ابؼشتًكة بتُ  يرمز بؽا بـ B وAعملية تقاطع بؾموعتتُ 
 .B ينتمي إلى x وأيضاً A ينتمي إلى x إذا وفقط إذا  ينتمي إلى xأي أن عنصر 

 
 

 

:  ، ينتجاتو من خلال تعريف التقاطع بتُ المجموع

 A∩A=A 

 A∩Ω=A 

 A∩∅=∅ 

 A∩B=B∩A 

 (A∩B)∩C=A∩(B∩C) 

 (A∩B) ∪C=(A∪C) ∩(B∪C) 

A B A∩B 

https://en.wikipedia.org/wiki/File:Venn0001.svg
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 A=5,6,7,11,12,18 ،B=3,5,10,13,18لتكن : مثال

A∩B=5,18 

IIIIII..  .3الفرق: 

ونتيجتها ىي بؾموعة جديدة بروي العناصر التي تنتمي  يرمز بؽا بـ B وAعملية الفرق بتُ بؾموعتتُ 
 لا ينتمي x وأيضاً A ينتمي إلى xإذا وفقط إذا  ينتمي إلى xأي أن عنصر . B ولا تنتمي إلى Aإلى 
 Bإلى 

 

 
 :و من خلا ل تعريف الفرق بتُ المجموعات، ينتج

A-B B-A 

A-∅=A 

A-A=∅ 

A-B=A-(A∩B) 

B-A=B-(A∩B) 

 :، و نكخب(B)هى مخخم ل  (A-B)، فإن  (A)محخىاة في  (B)إرا كانج :  ملاحظت®

  A-B = 𝐵 فإن    BAإرا كانج  

 A=4,7,9,11 ،B=5,2,9,10,11 لتكن :مثال

A-B=A-(A∩B)= 4,7,9,11-9,11=4,7 

B-A=B-(A∩B)= 5,2,9,10,11-9,11=5,2,10 

A-B 
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III. .4المتماثل أو التناظري الفرق: 

 و لا تنتمي إلى Aالمجموعة  إلى تنتمي التي العناصر كل برتوي التي المجموعة، ىو المجموعة  ((A∆B التماثلي الفرق
  .A و لا تنتمي إلى المجموعة Bالمجموعة  إلى تنتمي التي العناصر كل زائد ، Bالمجموعة 

xA∆B  xA أو xB 

   

 :و من خلال تعريف الفرق التناظري، ينتج

 A∆∅=∅ 

 A∆A=∅ 

 A∆B=B∆A 

 A∆B=(A-B) ∪ (B-A) 

 A∆B=(A∪B)-(A∩B) 

 A∆B=(A∩𝐵 ) ∪ (𝐴 ∩B) 

 (A∆B) ∆C=A∆(B∆C) 

 :لتكن: مثال
 A : 10 الأصغر من 2بؾموعة مضاعفات العدد 

B : 16 الأصغر من 4بؾموعة مضاعفات العدد 
 ؟ A∆Bأوجد 

A=0,2,4,6,8 
B=0,4,8,12 

A∆B=(A∪B)-(A∩B)=0,2,4,6,8,12-0,4,8=2,6,12 

 
 

A B 
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III. .5 الجداء الديكارتي: 

، فإن ابعداء الديكارتي بتُ المجموعتتُ ىو بؾموعة الثنائيات التي ينتمي مسقطها (Bل)و  (A)إذا كانت لدينا بؾموعتتُ
 .B  A، و يرمز لو ب  (B)و ينتمي مسقطها الثاني إلى  (A)الأول إلى 

  AB=Z=(x,y)/xA و yB 

 AB=BAفإن A=B إذا كانت : ملاجظة®

 :و من خلال تعريف ابعداء الديكارتي، ينتج

 ABBA 

 A∅=∅ 

 B∅=∅ 

 A(B∪C)=(AB) ∪(AC) 

 A(B∩C)=(AB) ∩(AC) 

 

IIIIII..  قوانين في نظرية المجموعات: 

11..  𝐴⊂𝐵 𝑒𝑡 𝐵⊂𝐶 ⇒ 𝐴⊂𝐶 

22..  𝐴∪𝐵=𝐵∪𝐴 

33..  𝐴∩𝐵=𝐵∩𝐴 

44..  𝐴∪(𝐵∪𝐶)=(𝐴∪𝐵)∪𝐶=𝐴∪𝐵∪𝐶 

55..  𝐴∩(𝐵∩𝐶)=(𝐴∩𝐵)∩𝐶=𝐴∩𝐵∩𝐶 

66..  𝐴∩(𝐵∪𝐶)=(𝐴∩𝐵)∪(𝐴∩𝐶) 

77..  𝐴∪(𝐵∩𝐶)=(𝐴∪𝐵)∩(𝐴∪𝐶) 

88..  𝐴−𝐵=𝐴∩𝐵 ̅ 

99..  𝑠𝑖 (𝐴⊂𝐵) 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 (�̅�⊂𝐴 ̅) 

1100..  𝐴∪∅=𝐴 , 𝐴∩∅=∅ 

1111..  (𝐴 ∪ 𝐵       )=(�̅�∩𝐵 ) 

1122..  𝐴 ∩ 𝐵       =(�̅�∪𝐵 ) 

1133..  𝐴=(𝐴∩𝐵)∪(𝐴∩𝐵 ̅) 
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 :تمهيد

قبل التطرق إلى الإحتمالات و أىم مبادئها ، و طرق حسابها،لا بد من أن نعرج أولا على ما يعرف بالتحليل 

،و ىو ابؼبدأ الأساسي (Analyse Factoriale)أو التحليل العاملي(Analyse Combinatoire)التوافقي

،إذ بكتاج ىذا النوع من التحليل في حساب عدد ابغالات ابؼمكنة لأي بذربة عشوائية،و بميز (النظرية الرياضية للعد)للعد

 .في إطار ذلك ما بتُ التوفيقات،التًتيبات و التبديلات

I. التحليل التوافقي أو العاملي: 

I. 1.التوفيقة(Combinaison): 

و يتم حساب عدد .عنصر(n)عنصر من بتُ (k)عنصر ىي كل بؾموعة جزئية ذات  (n)عنصر من بتُ (K)توفيقة 

 :التوفيقات من خلال العلاقة

)!(!

!

knk

n
C

k

n 
  

 .العدد الكلي :n: بحيث أن 

k: ُعنصر()عدد العناصر ابؼسحوبة من بت. 

 عاملي :!

!𝑛  :ملاحظة - = 𝒏.  𝒏 − 𝟏 .  𝒏 − 𝟐 ………𝟏  

!5 :فمثلا = 𝟓.𝟒.𝟑.𝟐.𝟏 = 𝟏𝟐𝟎 

0! = 𝟏 

 .في التوفيقة ،التًتيب غتَ مهم بتُ العناصر ابؼسحوبة، و السحب يكون دفعة واحدة
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 :مثال

 .أشخاص6  نساء،بلتار عشوائيا 8 رجال و 5يتكون فوج من 

 كم بعنة مكونة من رجلتُ ينتميان إلى الفوج بيكن تكوينها؟ .1

 نساء في الفوج بيكن تكوينها؟5كم بعنة مكونة من  .2

 نساء في الفوج بيكن تكوينها؟1 رجال و 5كم بعنة مشكلة من  .3

 :الحل

 : رجل في الفوج2عدد الجان الممكن تكوينها من .1

)!48(!4

!8

)!25(!2

!54

8

2

5 



CC  

 : نساء في الفوج5عدد الجان الممكن تكوينها من .2

)!15(!1

!5

)!58(!5

!81

5

5

8 



CC  

 : نساء في الفوج1 رجال و 5عدد الجان الممكن تكوينها من .3

)!18(!1

!8

)!55(!5

!51

8

5

5 



CC  

I. 2.الترتيبة(Arrangement):ُو بميز ما بت : 

I. 1.2و ىو كل ترتيب ل: ترتيبة بدون تكرار(k) ُعنصر بـتارة من بت(n)  بدون عنصر الواحدة تلوى الأخرى

وبرسب عدد التًتيبات في ىذه ابغالة من خلال . ،أي لا بيكن لكل عنصر أن يتكرر أكثر من مرة واحدةإرجاع

 :العلاقة
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)!(!

!

kn

n
A

k

n 


 
 :مثال

  ورقة؟52بكم كيفية بيكن سحب ورقتتُ الواحدة تلوى الأخرى بدون إرجاع في لعبة تتضمن 

 :إذن،و السحب الواحدة تلوى الاخرى و بدون إرجاع،n=52،من بتُ k=2ىنا التًتيب مهم،وسيتم سحب :الحل

 :ترتيبة بدون تكرارىي 

 

)!252(

!522

52 
A 

I. 2.2و ىو كل ترتيب ل:  ترتيبة بتكرار(k) ُعنصر بـتارة من بت(n) إرجاع  مععنصر الواحدة تلوى الأخرى 

 :وبرسب عدد التًتيبات في ىذه ابغالة من خلال العلاقة.،أي بيكن لكل عنصر أن يتكرر أكثر من مرة واحدة

Ã = n.n.n. …. n = nk 

:ملاحظة    - 

 :(سواء كانت بتكرار أو بدون تكرار)في التًتيبة

 التًتيب مهم. 

 (بإرجاع أو بدون إرجاع)السحب يكون الواحدة تلوى الأخرى. 

I. 3.التبديلة(Permutation) :ُو بميز ىنا ما بت: 

I. 1.3و ىي حالة خاصة من التًتيبات بدون تكرار بحيث أن :(بدون إرجاع) تبديلة بدون تكرار n=k و،

 :برسب عدد التبديلات من خلال العلاقة
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Pn = n! 

I. 2.3ىي ترتيبة  و :(بإرجاع) تبديلة بتكرار(n ) عنصراً، مقسمة إلىk فئة، ، عدد عناصرىا على 

 :برسب عدد التبديلات في ىذه ابغالة من خلال العلاقة، و  n1,n2, … ,nk:التًتيب

𝑷𝐧
𝐧𝟏,𝐧𝟐,…,𝐧𝐤 =

𝐧!

𝐧𝟏!.𝐧𝟐!…𝐧𝐤!
 

 :مثال

 ؟Gestion    كم من كلمة بيكن تكوينها إنطلاقاً من أحرف كلمة- 1

 ؟STATISTIQUEكم من كلمة بيكن تكوينها إنطلاقاً من أحرف كلمة  -2

:الحل  

 : ىيGestionعدد الكلمات ابؼمكن تشكيلها إنطلاقا من كلمة 1.

P7=𝐴7
7= 7!=5040 

 :ىي STATISTIQUE عدد الكلمات ابؼمكن تشكيلها إنطلاقا من كلمة2.

1663200 =   𝑷𝟏𝟏
𝟑,𝟐,𝟐=

11!

3!2!2!
 

T مرات، 3 تتكرر S مرة،2 تتكرر I مرة2 تتكرر . 

 :(سواء كانت بتكرار أو بدون تكرار)في التبديلة:  ملاحظة -

 التًتيب مهم. 

 (بإرجاع أو بدون إرجاع)السحب يكون الواحدة تلوى الأخرى. 

 n=k(ترتيب كل العناصر) 
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:و بيكن تلخيص التحليل التوافقي في ابعدول ابؼوالي  

 (التحليل التوافقي أو العاملي:(2-1)الجدول

                       السحب دفعة واحدة الواحدة تلوى الأخرى
 بإرجاع

 أو بدون إرجاع

k<n:ترتيبة بتكرار  
Ã = n.n.n. …. n = nk K=n تبديلة 

 بتكرار 

𝑷𝐧
𝐧𝟏,𝐧𝟐,…,𝐧𝐤 =

𝐧!

𝐧𝟏!.𝐧𝟐!…𝐧𝐤
 

 

 
 
/ 

 بالإرجاع

k<n:ترتيبة بدون تكرار 

)!(!

!

kn

n
A

k

n 


 
K=n   تبديلة بدون تكرار  Pn = n! 

 

 توفيقة

)!(!

!

knk

n
C

k

n 
  

 بدون إرجاع

 . من إعداد الأستاذة بناءا على ما سبق:ابؼصدر

 .عدد العناصر الكلية: nعدد العناصر ابؼختارة، : k: ملاحظة
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I. مفهوم الإحتمال: 

تهتم نظرية الإحتمالات بدا يسمى بالتجارب العشوائية، و ىي التجارب التي بيكن حصر نتائجها مسبقا و لكن لا بيكن 

: فمثلا إذا ألقينا قطعة زىرة النرد،فإننا نعلم مسبقا أن النتائج ابؼمكنة بؽذه التجربة قد تكون.ابعزم ماذا ستكون النتيجة

و إذا ألقيا قعة نقود،فإنو نعلم .، و لكن لا بيكن ابعزم على أي رقم سيكون ىو المحصل عليو6أو5أو4أو3أو 2أو1

 .مسبقا أننا سنتحصل إما على وجو الصورة أو وجو  الكتابة ، و لكن لا نستطيع ابعزم مسبقا على أنها صورة أو كتابة

II. مبادئ الإحتمالات: 

 :من أىم مبادئ الإحتمالات

II. 1.2و ىي التجربة التي لا بيكن معرفة نتيجتها مسبقا قبل إجرائها: التجربة العشوائية. 

II. 2.2فضاء العينة(𝛺): و ىو بؾموعة من النقاط التي بسثل بصيع النتائج ابؼمكنة للتجربة العشوائية،بحيث كل

 .نتيجة بسثل بنقطة في فضاء العينة

 P :PILE  ، F :FACE : بحيث أن    F، P=    𝛺 :      ذنإرمً قطعة نقود مرة واحدة ،:-  مثال

             PF، FP، FF، PP=    𝛺        :إرنسمي قطؼخي نقىد في آن واحز،  -

II. 3.2 الحدث(A):و بميز ما بتُ عدة (نتيجة بفكن ابغصول عليها) و ىو نقطة أو عدة نقاط من فضاء العينة،
 :أنواع من ابغوادث

سحب كريات بضراء من صندوق : فمثلا.(أكيد حدوثو)يقع دائما عند القيام بالتجربة:الحدث الأكيد . أ
 .بوتوي على كريات بضراء فقط،يعتبر حدثا أكيدا

: فمثلا.و ىو عكس ابغدث الأكيد أي لا بيكن حدوثو أبداعند القيام بالتجربة:الحدث المستحيل . ب

 .سحب كريات سوداء من صندوق بوتوي على كريات بيضاء فقط ،يعتبر حدثا مستحيلا
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سحب كريات بضراء من :فمثلا.و ىو ابغدث ابؼمكن وقوعو عند القيام بالتجربة:الحدث العشوائي . ت

 .صندوق بوتوي على كريات بضراء و بيضاء ،فممكن ابغصول على كريات بضراء  و بفكن لا

أنهما متنافيان إذا استحال وقوعهما معا في آن واحد  (B)و  (A)نقول عن حدثان: الحوادث المتنافية . ث

 .و الؼكس صحيح في حالت الحىادد الغيش مخنافيت     𝜙=B⋂A: أي 

ابعواب الصحيح، و :(A) في امتحان ،تم طرح بؾموعة من الأسئلة على الطلبة ،ليكن ابغدث :فمثلا

فلا بيكن أن يقع ابغدثان معا في ىذه ابغالة في آن واحد،فإما أن يكون ابعواب .ابعواب ابػطأ :(B)ابغدث

 .صحيحا أم خاطئا

،بنا مستقلان،إذا كان وقوع أحدبنا لا يؤثلر في وقوع  (B)و  (A)نقول عن حدثان :الحوادث المستقلة . ج

 .الثاني، و العكس صحيح بالنسبة للحوادث الغتَ مستقلة

II. .3حساب الإحتمالات: 

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)( AP  

 . يتم حساب عدد ابغالات ابؼلائمة و الكلية من خلال استعمال التحليلي التوافقي:ملاحظة  -

 خواص: 

 0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1 ،∀𝐴 ∈ Ω    𝑛 ≤ 𝑁 

 𝑃𝑃 𝐴 = ابغدث الأكيد)،1 ∶ 𝑛 = 𝑁) 

  𝐴 = الحدث المستحٌل،0 ∶ 𝑛 = 0) 

 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝑨  =  .ابغدث العكسي :   𝑨 بحيث أن، 1

 0=(𝜙)P 

 1=(A)p∑ 
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 1=(𝛺)P 

 قوانين الإحتمالات: 

 :حدثان، فإن (B)و  (A)ليكن :(⋃الإتحاد )الجمع . أ

  إذا كان(A)  و(B) متنافيان: 

  𝑃 𝐴⋃𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵  

  إذا كان(A)  و(B) غير متنافيان: 

 𝑃 𝐴⋃𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃(𝐴⋂𝐵) 

 :حدثان، فإن (B)و  (A) ليكن : ⋂التقاطع)الضرب . ب

  إذا كان(A)  و(B) مستقلان: 

 𝑃 𝐴⋂𝐵 = 𝑃 𝐴 .𝑃(𝐵) 

  إذا كان(A)  و(B) غير مستقلان: 

 𝑃 𝐴⋂𝐵 = 𝑃 𝐴 .𝑃( 𝐵     𝐴)  

𝑃 𝐴⋂𝐵 = 𝑃 𝐵 .𝑃( 𝐴     𝐵)  

II. .4الإحتمالات الشرطية(Les Pprobabilités Conditionelles): 

علما  (A)غتَ مستقلان،أي وقوع احدبنا يؤثر فقي وقوع الثاني ،فإن إحتمال وقوع ابغدث (B)و  (A)إذا كان ابغدثان 

= 𝑷 𝑨  𝑩 :وقع يسمى احتمال شرطي(B)أن ابغدث 
𝑷(𝑨⋂𝑩)

𝑷(𝑩)
 P(B)>0 :بحيث أن 

 :مثال

 :بيثل ابعدول ابؼقابل التوزيع الإحتمالي لتجربة رمي زىرة النرد
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∑ 6 5 4 3 2 1 0 A 

1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 (A)P 

 ابغصول على عدد زوجي :(B)و ليكن ابغدث 

 وقع؟؟(B)علما أن  (A)فما ىو احتمال وقوع ابغدث

= 𝑷 𝑨  𝑩الحل                                     
𝑷(𝑨⋂𝑩)

𝑷(𝑩)
 

 :،و بالتالي 6أو4أو2ىو ابغصول على عدد زوجي أي القيم ابؼلائمة ىي  (B) ابغدث:P(B)حساب

2

1

6

3

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)( BP 

 :P(A⋂B)حساب

 A: و 1 ابغصول على B:  0ابغصول على عدد زوجي = (𝜙       𝑷(𝑨⋂𝑩) = 𝑷( 

 A: و 2 ابغصول على B:     6/1ابغصول على عدد زوجي       𝑷(𝑨⋂𝑩) = 

 A: و 3 ابغصول علىB:      0ابغصول على عدد زوجي = (𝜙       𝑷(𝑨⋂𝑩) = 𝑷( 

 A: و 4 ابغصول على B:     6/1ابغصول على عدد زوجي       𝑷(𝑨⋂𝑩) = 

 A: و 5 ابغصول على B:       0ابغصول على عدد زوجي = (𝜙       𝑷(𝑨⋂𝑩) = 𝑷( 

 A: و 6 ابغصول على B:         6/1ابغصول على عدد زوجي       𝑷(𝑨⋂𝑩) = 

 : 𝑷 𝑨  𝑩 حساب

 A: و 1 ابغصول على B:    ابغصول على عدد زوجي  𝑷 𝑨  𝑩 =
𝑷(𝑨⋂𝑩)

𝑷(𝑩)
=

𝟎

𝟏/𝟐
= 𝟎      

 A: و 2 ابغصول على B:    ابغصول على عدد زوجي  𝑃 𝐴  𝐵 =
𝑃(𝐴⋂𝐵)

𝑃(𝐵)
=

1/6

1/2
= 1/3    

  

 A: و 3 ابغصول على B:    ابغصول على عدد زوجي  𝑷 𝑨  𝑩 =
𝑷(𝑨⋂𝑩)

𝑷(𝑩)
=

𝟎

𝟏/𝟐
= 𝟎    
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 A: و 4 ابغصول على B:    ابغصول على عدد زوجي  𝑃 𝐴  𝐵 =
𝑃(𝐴⋂𝐵)

𝑃(𝐵)
=

1/6

1/2
= 1/3    

  

 A: و 5 ابغصول على B:    ابغصول على عدد زوجي  𝑷 𝑨  𝑩 =
𝑷(𝑨⋂𝑩)

𝑷(𝑩)
=

𝟎

𝟏/𝟐
= 𝟎   

 A: و 4 ابغصول على B:    ابغصول على عدد زوجي  𝑃 𝐴  𝐵 =
𝑃(𝐴⋂𝐵)

𝑃(𝐵)
=

1/6

1/2
= 1/3    

  

 

II. 5.نظرية الإحتمالات الكلية و نظرية بايز(Bayes): 

II. .1.5نظرية الإحتمالات الكلية : 

∀𝐴1 ,𝐴2 ,……… .𝐴𝑛 ∈ Ω     

 :ىو  (𝛺)من  (B)فإن إحتمال أي حدث

)()|(.........)()|()()|(

)()\()(

2211

1

AAAAAA

AA

nn

i

n

i
i

PBPPBPPBP

PBPBP




 

II. 2.5نظرية بايز (Bayes): 

  

∀𝐴𝑘 ∈ Ω , (𝑘 = 1,2,… .𝑛 )   

 

𝑃 𝐵 =
 P 𝐵  𝐴𝑘 .𝑃(𝐴𝑘)n

i=1

 p 𝐵  𝐴𝑖 
n
i=1 . P(𝐴i)

 

: مثال

%  10،%30،%60:ابغافلة،السيارة،القطار بنسب مئوية : إحدى الوسائل التالية  إلى عملو مستخدماموظفيذىب 
من الأيام، و إذا إستخدم % 15فإذا كان إحتمال أن يتأخر عن عملو إذا إستخدم ابغافلة ىو .من الأيام على التًتيب

 .من الأيام% 20، و إذا إستخدم القطار % 8السيارة 

 :فإذا إختًنا أحد ىذه الأيام التي يذىب فيها ابؼوظف إلى عملو عشوائيا
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  أحسب إحتمال أن يتأخر عن عملو في ذلك اليوم؟1.

 إذا كان متأخرا عن عملو في ذلك اليوم، فما إحتمال أن يكون قد إستخدم القطار؟2.

 :الحل

AP(A)=0.6 :يستخدم ابؼوظف ابغافلة للذىاب إلى عملو 

BP(A)=0.3 :يستخدم ابؼوظف السيارة للذىاب إلى عملو 

CP(C)=0.1 :يستخدم ابؼوظف القطار للذىاب إلى عملو 

D: أن يتأخر ابؼوظف عن عملو : 

P(D   A)=0.15, P(D   B)=0.08, P(D   C)=0.20 

 : حساب إحتمال أن يتأخر عن عملو في ذلك اليوم1.

P(D)= P(D   A).P(A)+ P(D   B).P(B)+ P(D   C).P(C) 

=(0.15.0.6)+0.08.0.3)+(0.20.0.1)=0.134(13.4%) 

 :إذا كان متأخرا عن عملو في ذلك اليوم، فما إحتمال أن يكون قد إستخدم القطار2.

P(C   D)=𝑃(𝐶∩𝐷)

𝑃(𝐷)
=

P(D   C).P(C)

𝑷(𝑫)
=

(0.2).(0.1)

0.134
= 0.149 (14.9%) 
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I. مفهوم المتغير العشوائي المتقطع: 

أنظر تعريف ابؼتغتَ ابؼتقطع في )الواحدة تلوى الأخرى بكميات بؿددة منفصلة و ىو ابؼتغتَ الذي بزتلف قيمتو 

 .(الفصل الأول

II. التوزيع الاحتمالي المتقطع: 

 .ىو عبارة عن جدول يعطي بصيع قيم ابؼتغتَ ابؼتقطع مع بصيع الإحتمالات ابؼرفقة لو

III. دالة التوزيع المتجمع(Fx): 

 (xi)، بحيث أن p(X≤xi)دالة التوزيع ابؼتجع ىي الدالة التي تلخص أو بذمع التوزيع الإحتمالي ،فهي تعطي إحتمالات 

 .(𝛺)في فضاء العينة  (X)بسثل أي قيمة من قيم ابؼتغتَ العشوائي 

 

  :إذا كانت التجربة العشوائية عبارة عن رمي زىرة النرد فإن: مثال

             1,2,3,4,5,6        =    𝛺 

  :و توزيعو الإحتمالي معطى فقي ابعدول ابؼوالي.متغتَ عشوائي بيثل القيم ابؼوجودة على أوجو النرد (x)ليكن 

∑ 6 5 4 3 2 1 X=xi 

1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6  (X=xi)P 

 أكتب دالة التوزيع ابؼتجمع ؟:ابؼطلوب

 

xx

xx

i

n

i
ii

XPXPxF



 
1

)()()(
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 :الحل

0   Si       xi<1                                                                                

    1/6          si   1 ≤xi<  2                               

    xi<3             2/6              si     2 ≤ 

      xi<4  si  3 ≤  3/6 

      xi<5 si  4 ≤    4/6  

 5/6      si   5 ≤  xi   <6  

   1                                       si         xi   ≥6 

 P+(1= x)P=(X≤2)P(x =2)=6/1+6/1=           2/6 :فمثلا

 خصائص دالة التوزيع المتجمع: 

1. 1 ≤  Fx≥ 0 

2.  

 

3.  

 .دالة التوزيع ابؼتجمع دالة موجبة غتَ تنازلية .4

 التمثيل البياني لدالة التوزيع المتجمع: 

 

 

F)x =(  

 

1)(lim 


xF
x

0)(lim 


xF
x



بن عسة هناء.د           (المنلصلة )ااتوزيعات الإحتمااية المتغيرات ااعشوائية المتقطعة:االصص اارابع 

   

 

22 

 

 

 

 

 

 

 .دالة التوزيع ابؼتجمع في حالة ابؼتغتَ ابؼتقطع تكون على شكل درج:ملاحظة-  

IV. التوقع الرياضي و التباين: 

IV. .1 التوقع الرياضي (X)E: 

ىو الوسط أو ابؼتوسط ابغسابي لكل القيم 

 :مرجحة بإحتمالاتها،و بوسب من خلال العلاقة  (X)ابؼمكنة ل 

 خصائصو: 

 : متغتَ عشوائي (X)ثوابث،و  (b)و  (a)ليكن .1

  

 :متغتَان عشوائيان (Y)و  (X)ليكن  .2

 

)()(
1

xx i

n

i
i

XPXE 


bXaEbaXE  )()(

)()()( YEXEYXE 

Fx 

X 
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IV. 2 .التباين(X)V:  

 

:بحيث أن  

 خصائصو: 

1.  

 

2.  

V. التوزيعات الإحتمالية المتقطعة الشهيرة: 

V. 1.(التثائي)التوزيع ذي الحدين:        (n ,p )X        B 

 

 

 يستعمل في حالة: 

 الأحداث ابؼستقلة. 

 ُتؤول كل بؿاولة إلى نتيجة واحدة من بتُ نتيجتتُ متنافيتت. 

  تعاد التجربة(n)مرة. 

 توزيعو الإحتمالي: 

  

 .(X)إحتمال حدوث : p: بحيث أن    

             q: إحتمال عدم حدوث(X). 

22 )()()( XEXEXV 

)()(
1

22

xi

n

i

i XPXXE 


)()( 2 XVaaXV 

)()()( YVXVYXV 

qpC
knkk

n
kXP



 )(
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 :   ملاحظة  -

 توقعو و تباينو     : 

 

 

:مثال   

 50الذي بيثل عدد ابؼصابتُ بالزكام من بتُ  (X)،لنعرف ابؼتغتَ العشوائي0.6إحتمال إصابة شخص بالزكام ىو 

 .شخص

 ؟(X)ما ىو التوزيع الإحتمالي ل  .1

 ما ىي القيمة ابؼتوسطة لعدد ابؼصابتُ بالزكام؟ .2

 :الحل

(X): ( 0.6, 50: )عدد ابؼصابتُ بالزكام ،خاضع للتوزيع ذي ابغدين أو الثنائيX          B 

 .نتيجة واحدة من بتُ اثنتُ ،فإما يكون الشخص مصابا أو غتَ مصاب: لأن

         :الإحتماليتوزيعو  .1

Xϵ      0 ,1,2,3,………,50 

 

 

1 qp

pnXE .)( 

qpnXV ..)( 

4.06.0
50

50
)(

kkk

CkXP
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القيمة المتوسطة لعدد المصابين  .2

 :بالزكام

V. 2.التوزيع البواسوني:        (λ )X        P 

 يستعمل في حالة: 

 أي منسوب (.....ساعة أو ثانيةن أو دقيقة،:مرتبط بالزمن)إبهاد الإحتمال في فتًة زمنية معينة أو منطقة بؿددة

 .لوحدة زمنية

 ىو توزيع ابغوادث النادرة 

 إحتمال برقيق ابغدث صغتَ جدا(P(A)≤0.1). 

 تعاد التجربة عدد كبتَ من ابؼرات.  

 توزيعو الإحتمالي: 

 

𝑷(𝐗 = 𝒌) = 𝐞−𝛌
𝝀𝒌

𝐤!
 

 (λ≥0).متوسط التوزٌع:λ: بحيث أن    

        e=  2.7182 

 توقعو و تباينو     : 

 

 

 :مثال

036.0.50)( XE

)(XE

)(XV
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ابؼتغتَ العشوائي الذي بيثل عدد السيارات التي دخلت ابؼرآب كل  (X)ليكن . سيارات كل ساعة4تدخل سيارات بدعدل 

 .ساعة

 ؟(X)أوجد التوزيع الإحتمالي ل  .1

 أحسب التباين؟ .2

 :الحل

IV. X: عدد السيارات التي دخلت ابؼرآب كل ساعة،خاضع للتوزيع البواسوني :(4=λ )X        P 

 .الساعة:منسوب لوحدة زمنية : لأنو

λ : (حسب ابؼعطيات) 4و تساوي  (ابؼعدل)متوسط التوزيع 

 :التوزيع الإحتمالي .1

 Xϵ   {   0 ,1,2,3,………,n} 

𝑷 𝐗 = 𝒌 = 𝐞−𝟒
𝟒𝒌

𝐤!
= (𝟐.𝟕𝟏)−𝟒

𝟒𝒌

𝐤!
 

  :تبانو .2

V. 3 .(الهندسي الزائدي)التوزيع الفوق ىندسي: 

(N,n,a,N-a )X        H 

 يستعمل في حالة: 

 

 

4)(  XV
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 التجارب أو الأحداث الغتَ مستقلة. 

 السحب بدون إرجاع. 

 

 توزيعو الإحتمالي: 

 

 

 

 توقعو و تباينو: 

 

  

   :ملاحظة-

𝑵−𝒏

𝐍−𝟏
صغتَة جدا مقارنة مع  (n)، و عندما تكون (Coefficient d'Exhaustivité)يسمى معامل الشمولية: 

(N)(1)،فإنو يؤول إلى الواحد. 

لنعرف ابؼتغتَ العشوائي . عناصر 7 فاسدة،نسحب منهم بالصدفة 5عناصر صابغة و 10بوتوي صندوق على :مثال

(X)الذي بيثل عدد العناصر الصابغة المحصل عليها. 

 ؟(x)أوجد التوزيع الإحتمال ل  .1

 أحسب القيمة ابؼتوسطة لعدد العناصر الصابغة المحصل عليها؟ .2

 Nالمجتمع 

N-a 
a 

n 

 في العينة)( متغير عشوائي يمثل (X)ليكن

 المسحوبة

C

CC
n

N

kn

aN

k

akXP



 )(

N

a
nXE .)( 

1
.)(









N

nN

N

aN

N

a
nXV

  عنصر15

 10 صالحة فاسذة5
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 :الحل

(X) ( 15,7,10,5) :خاضع للتوزيع الفوق ىندسيX        H 

 :التوزيع الإحتمالي. 1

Xϵ   {   0 ,1,2,3,4,5,6,7 }       

 

 

القيمة  .3

 :المتوسطة

 

 :و بيكن تلخيص التوزيعات الإحتمالية ابؼتقطعة الشهتَة في ابعدول التالي

عدد العناصر الصالحة الذي يمثل (X)ليكن 
 المحصل عليها. المحصل عليها

C

CC
kk

kXP
7

15

7

510)(





ص
N

a
nXE 566.4ع

15

10
.7.)( 
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VI. التقريبات بين  التوزيعات الإحتمالية المتقطعة الشهيرة: 

VI. .1تقريب التوزيع ذي الحدين بالتوزيع البواسوني: 

 :كبتَ،بيكن تقدير توزيع ذي ابغدين بالتوزيع البواسوني، و ذلك عند توفر الشروط التالية (N)إذا كان حجم المجتمع 

 P( إحتمال حدوثX)  أي صغتَ جدا0 يقتًب من (P<0.05). 

 n≥30 . 

VI. .2 بالتوزيع ذي الحدين (الزائدي) تقريب التوزيع الفوق ىندسي: 
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 فإنو ، الاعادة مع أو إعادة بدون التجربة بتُ فرق يوجد لا ، بحيث   n ))كبتَ بابؼقارنة مع (N)إذا كان حجم المجتمع 

 :بيكن تقدير توزيع الفوق ىندسي  بالتوزيع ذي ابغدين، و ذلك عند توفر الشروط التالية

 N>50 

  
𝒏

𝑵
≤ 0.1 
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I. مفهوم المتغير العشوائي المستمر: 

  (على شكل بؾال)ابؼتغتَ العشوائي ابؼستمر، ىو ابؼتغتَ الذي يأخذ قيما ما بتُ حدين  
 إذا كانت دالة التوزيع ابؼتجمع ،مستمرة و قابلة للإشتقاق، نقول أن ابؼتغتَ العشوائي مستمر. 

II. دالة التوزيع المتجمع و دالة كثافة الإحتمال: 

  ىي عبارة عن ابؼشتقة fX قابلة للإشتقاق،فإن دالة كثافة الإحتمال (x)إذا كانت دالة التوزيع ابؼتجمع للمتغتَ العشوائي 
 :أي FX الأولى لدالة التوزيع ابؼتجمع 

)(
/

xFf
x
 

dx: و بالتالي فإن.و ىي برسب بالنسبة للمتغتَات العشوائية ابؼستمرة فقط

x

xx fF 


 

 خواص دالة كثافة الإحتمال: 
1. 0≥fx 

2. 1




dxf
x

 

 

 

III. التوقع الرياضي و التباين: 
III. 1 .التوقع الرياضي: 

dx
i

XE fx x




)(  

III. 2.التباين: 

 

22)(  








dxdx
i

XV fxfx xix
 

 

IV. قاعدة لايبينيز(Regle de Leibniz) 

a b 

22 )()()( XEXEXV 
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" قاعدة لايبينيز" ، و تعرف ب Gottfried Wilhelm Leibniz نسبة بؼؤسسها  ىذه القاعدة سميت 
. 

 :من الشكل تكامل حسب ىذه القاعدة فإن كل

 

   :  أن حيث 

: التالي بالشكل  مشتقتو

 

 الاقتًانات مشتقات تلعب حيث. الضرب في علم التفاضل و التكامل  قاعدة تعميم على تعمل ىذه الأختَة  
.  وتطبيقاتها والتكامل التفاضل حساب في أساسيًا دوراً

 كل كان إذا أنو على وتنص اقتًانتُ، ضرب بغاصل  الرتبة من للمشتقة تعميم عن عبارة العامة، لايبنيز قاعدة
 قابل اقتًان عن عبارة   ضربهما حاصل فإن ابؼرات، من n للاشتقاق   قابلًا  و  الاقتًانتُ من

عطى   n الرتبة من ومشتقتو ابؼرات، من أيضًا للاشتقاق : بالعلاقة ت ر

 

 معامل ذات ابغدّين:  : حيث أن 

 

 

 

V. التوزيعات الإحتمالية المستمرة الشهيرة: 

V. .1 التوزيع الطبيعيNormal Distribution : 
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 - غالباً  - يستخدم والاستعمال، الانتشار كثتَ مستمر احتمالي توزيع ، ىو الطبيعي التوزيع الاحتمالات، نظرية في
 .وحيدة متوسطة قيمة حول التمركز إلى بسيل التي العشوائية ابؼتغتَات لوصف أولياً  تقريباً 

 ابؼنحتٌ أسفل الكلية وابؼساحة. ابعرس منحتٌ يأخذ طبيعي عشوائي متغتَ لأي الاحتمالي التوزيع منحتٌ شكل إن
،كما ىو موضح في الشكل  ابؼنحتٌ أسفل ابؼساحة على أيضًا 99.7–95–68 قاعدة وتنطبق ،:100 أو 1 تساوي
 :ابؼوالي

الطبيعي العشوائي للمتغتَ الاحتمالي التوزيع منحتٌ:(5-1)الشكل

 https://www.nagwa.com/ar/explainers/378184608718  :ابؼصدر

 :التوزيع الطبيعي العادي. أ

يعتبر التوزيع الطبيعي من أىم التوزيعات ابؼستمرة ، و تأخذ دالة كثافة الإحتمال شكل منحتٌ متماثل ذو قيمة واحدة ، 
 :فإن دالة كثافة إحتمالو ىي  من الشكل ( متصل)متغتَ عشوائي مستمر (X)فإذا كان .(∞)و بيتد طرفاه إلى ما لا نهاية

2
)(

2

1

2

1
ef

x

x










  بحيث أن:    + ∞≥X≥-∞
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 و الإبكراف µيتبع التوزيع الطبيعي العادي ذو ابؼتوسط  (X)، و تقرأ  X          N µ,σ: و يكتب على الشكل 
 σابؼعياري 

، و إن ابؼساحة برت منحتٌ (µ)و من خصائص ىذا التوزيع، أن دالة كثافة إحتمالو تأخذ شكلا متماثلا حول متوسطو
 :التوزيع تساوي الواحد،كما يوضحو الشكل التالي

 .دالة كثافة الإحتمال في التوزيع الطبيعي العادي:(5-2)الشكل

  

 

 

 

 

 

 :  Z أو Tالتوزيع الطبيعي القياسي . ب

 .Xσ=1، و إبكرافو ابؼعياري µ=0نقول أن ابؼتغتَ العشوائي ابؼستمر يتبع توزيعا طبيعيا قياسيا إذا كان متوسطو 

 ،Z          N(0,1): و يكتب على الشكل 

                                        :بحيث أن





X
Z

i

i
 

 :و دالة كثافة إحتمالو من الشكل
2

)(
2

1

2

1
ef

X

x




 

 :ملاحظة-

                   :، إلى توزيع طبيعي قياسي أو معياري X          N µ,σ: الإنتقال من توزيع طبيعي عادي أو كيفي

  N(0,1)        Z يكون من خلال العلاقة السابقة ، :





X
Z

i

i
 

µ 

0.5 0.5 

 1=المساحة الكلية 

fX 

X 
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V. 2 كاي مربع توزيع  Chi-Square Distribution:  

  ، Carl Pearsonالعالم ىو كاي مربع وصف من ولأ وىو توزيع إحتمالي مستمر،

Chi-Square Distribution χ2  كاي  مربعإذا كان ابؼتغتَ العشوائي ابؼستمر يتبع توزيع
(k)~X، 

 :فإن دالة كثافة إحتمالو ىي

)
2

()1
2

(

)2/( )2(2

1
xk

kx
e

k
xf




 ,0˂X˂∞ 

2حيث 

k

 .دالة غاما هً 

k :درجة ابغرية 

 :و تعرف دالة التوزيع ابؼتجمع لتوزيع مربع كاي كما يلي

)
2

,
2

(
)2(

)2,2( xkP
k

xk
F x







 

 :و تباينو  (توقعو الرياضي)ىذا التوزيع ىو توزيع موجب، متوسطو ابغسابي

E(χ2)=μ=k 

 2k=V(χ2)= σ2 

 أىم إستعمالات ىذا التوزيع: 
 .إختبار بذانس العينات -
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 .(الوصفية)يتم تطبيق ىذا التوزيع على ابؼتغتَات  الكيفية -
 .إختبار الإستقلال للمتغتَات الكيفية -
 (Goodness of fit test) ابؼطابقة او ابؼوافقة حسن اختبار -

  :ملاحظة®

بهب أن تكون العينة كبتَة بدا يكفي حتى يكون توزيع مربع بالشكل الصحيح ،   كاي مربعحتى يتم تطبيق توزيع 
 .كاي صحيحًا

 :مثال

 .k=10متغتَ عشوائي بىضع لتوزيع مربع كاي بدرجات حرية  (X)ليكن 

 أوجد دالة كثافة الإحتمال بؽذا ابؼتغتَ ؟1.

 ؟P(X≤3.94)أحسب 2.

 :الحل

χ2
(10)~X 

)
2

()1
2

10
(

)2/10( )210(2

1
x

x
exf




  

P(X≤3.94)=0.95 

VI. التقريبات: 

VI. .1تقريب التوزيع ذي الحدين بالتوزيع الطبيعي: 

          Xأي (الثنائي)في بعض الأحيان،يصعب حساب احتمال ابؼتغتَ العشوائي الذي بىضع للتوزيع ذي ابغدين 

B(n,p)في ىذه ابغالة نقوم بتقريب التوزيع ذي ابغدين إلى التوزيع (∞يؤول إلى )، خاصة إذا كان حجم العينة كبتَا،
 .الطبيعي

 :و ذلك عند توفر الشروط التالية

                                                           
  : تم إستخراج القٌمة من جدول توزٌع مربع كاي( عند درجة حرٌةn=10 ) 
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  كلما كان حجم العينة(n) كلما كان التقريب أكثر جودة(∞+يؤول إلى )كبتَا جدا،. 

 Pو q( احتمال حدوثx و احتمال عدم حدوث،x)  (0.5أي تقتًب من )1 أو 0لا تقتًب من. 

 N.p.q ≥5 و ،n.p≥15. 

VI. .2تقريب التوزيع البواسوني بالتوزيع الطبيعي: 

 .ʎ > 15بيكن تقريب التوزيع البواسوني  إلى التوزيع الطبيعي ،إذا كانت

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (أو المعياري)جدول التوزيع الطبيعي القياسي 
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 (أو المعياري)جدول التوزيع الطبيعي القياسي 
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 جدول توزيع مربع كاي
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I. العزوم(les moments) : 

العزوم ابؼركزية و العزوم ابؼرتبطة : و في إطار ىذا بميز ما بتُ نوعتُ من العزوم. تعتبر العزوم من تطبيقات توقع الدالة
 .بالأصل

 (coefficient d'asymétrie)معامل التماثل : و يتم إستخذام العزوم في حساب عدد من  ابؼقاييس على غرار
 (Kurtosis ou coefficient d'aplatissement)، و معامل التلفطح

I. .1العزوم المركزية.Les moments central (M r) : 
𝑴𝒓 = 𝑬 𝒙𝒊 − 𝑬(𝒙) 𝒓 

𝑴𝒓                               عابؼتقط العشوائي للمتغتَ بالنسبة .أ  =  𝒑𝒊
−∞
+∞  𝒙𝒊 − 𝑬(𝒙) 𝒓 

𝑴𝒓                         :مرابؼست العشوائي للمتغتَ بالنسبة . ب = ∫  𝒙𝒊 − 𝑬(𝒙) 𝒓𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊
−∞

+∞
 

 :ملاحظات 
 r=2 ،M 2=V(X) 
 r=1 ،M 1=0 
 r=0 ،M0=1 

 

I. .2 (الإبتدائي)العزوم المرتبطة بالأصل" M r:"  

، لأي متغير عشوائي مستمرا أو متقطعا ، فإن (r  )الدرجة من المرتبط بالأصل  العزممُ  ...عام بشكل
 يحسب كما يلي

M r =E(Xr) , 

 r=0.1.2……. : بحيث  

 :و بالتالي

𝑴𝒓                               عابؼتقط العشوائي للمتغتَ بالنسبة . ت =  𝒙𝒊
𝒓𝐩𝐢

𝟏
𝒊=𝟎 
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𝑴𝒓                         :مرابؼست العشوائي للمتغتَ بالنسبة . ث = ∫ 𝑿𝒊
𝒓𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞
 

 : ملاحظات 
  إذا كانr=1 فإن M1=E(x)   

  إذا كانr=0 فإن M0=1   

 

II. الدالة المتجددة للعزوم :

 :ٌلً كما 𝓜𝑥(t) للعزوم المولدة الدالة تعرف

𝓜𝒙(𝒕)=𝑬 (𝒆𝒕𝒙) 

ℳx(t) :عابؼتقط العشوائي للمتغتَ بالنسبة .أ  =  𝒆𝒕𝒙𝐩(𝐱)
𝒏

𝒙=𝟎
 

ℳx(t)    :مرابؼست العشوائي للمتغتَ بالنسبة .ب  = ∫ 𝒆𝒕𝒙𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊
+∞

−∞
 

 ابؼشتقة في t = 0 وضع مع ، "t " إلى بالنسبة الدالة بؽذه r الدرجة من ابؼشتقة إلا ليس ℳr ;العزم أن ي  أ
 . للعزوم مولدةً  دالةً  جعلها ما وىذا ا، عليو ابؼتحصل

 :مثال
 :، معطاة على الشكل التاليXإذا كانت الدالة الإحتمالية للمتغتَ العشوائي 

𝑃(𝑋) =  
 𝑛
𝑥
 𝑝𝑥

0
 (1 − 𝑝)𝑛−𝑋                 X=0,1,2,….n 

  أوجد الدالة ابؼولدة للعزم للمتغتَ العشوائيX ؟ 
 :من خلال تعريف الدالة ابؼولدة للعزم، لدينا

ℳx t =  𝑒𝑡𝑥p(x)

𝑛

𝑥=0

=  𝑒𝑡𝑥  
𝑛

𝑥
 𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑋 =   

n

x
 (𝑒𝑡𝑝)𝑋(1 − 𝑝)𝑛−𝑋

𝑛

0=0

𝑛

0=0

 

 :مثال
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 :، و كانت الدالة ابؼولدة للعزم E(X)=3إذا كانت القيمة ابؼتوقعة 

M(t)= 𝑝𝑒 𝑡

1−𝑒 𝑡+ 𝑝 .𝑒 𝑡
 

  أوجد قيمةP؟ 
  في ابؼشتقة الأولىt=0، ثم نعوض M(t )نقوم بإبهاد ابؼشتقة الأولى ل

Mˋ(t)= 𝑝𝑒 𝑡

 1−𝑒 𝑡+ 𝑝 .𝑒 𝑡 2 

Mˋ(0)= 𝑝

𝑝2 =
1

𝑝
 

Mˋ(0)=E(X) 
1

𝑝
= 3 𝑝 =

1

3
 

 
III. العلاقة بين العزم المركزي و العزم المرتبط بالأصل: 

𝝁𝒓 =

𝑴𝒓 − 𝑪𝒓
𝟏.𝑴𝒓−𝟏𝝁

𝟏 +  ……+ (−𝟏)𝒊𝑪𝒓
𝒊 .𝑴𝒓−𝒊𝝁

𝒊 + ⋯ . . +(−𝟏)𝒓.𝑴𝟎.𝝁𝒓 . 

، بحيث مرة ((r من خلال اشتقاق الدالة ابؼتجددة للعزوم rبيكن أيضا ابغصول على العزم ابؼرتبط بالأصل من الدرجة 
- : كما ىو مشار إليو سابقا-𝑓(𝑥) بالإضافة إلى ارتباطها بالدالة 𝑡الدالة ابؼتجددة للعزوم ىي دالة مرتبطة بالوسيط 

𝑀𝑋(𝑡)=𝐸(𝑒𝑡𝑥) 

والعزوم ابؼركزية في حالة متغتَ عشوائي مستمر كما في حالة متغتَ  (ابؼرتبطة بالأصل)إن العلاقة بتُ العزوم البسيطة
 : صيغة كونيق ، و تعرف ب 𝑀2,𝑀3,𝑀4عشوائي متقطع في حالة  

 

𝑀2=𝑚2−𝑚1
2 

𝑀3=𝑚3−3𝑚1𝑚3+2𝑚1
3  

𝑀4=𝑚4−4𝑚1𝑚3+6𝑚1
2𝑚2−3𝑚1

4
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: بسهيد

 .ف ونظرية الأعداد الكبتَة من النظريات التي تقيس تشتت ابؼتغتَة و ىي من تطبيقات توقع دالةتعد نظرية شيبيشي

I.  شيبيشيفمتراجحة ( Chebyshev's inequality) : 

تلعب دورا مهما في نظرية الاحتمالات . ىي متًاجحة مشهورة ترجع إلى عالم الرياضيات الروسي بافنوتي تشيبيشيف
. كما أنها تعطي وسيلة للفهم الدقيق لكيفية أن التباين يقيس التغتَ حول ابؼتوسط للمتغتَ العشوائي. والإحصاء

 ، و لكن μ =(E(x متوسطو  و V(x)فإنو بيكننا برديد تباينو  (X)إدا علمنا التوزيع الإحتمالي للمتغتَ العشوائي  
العكس غتَ صحيح إذ أنو من غتَ ابؼمكن إبهاد التزيع الإحتمالي للمتغتَ العشوائي بدجرد معرفة تباينو و متوسطو، و 

 أو) أعلى حد بغساب أنو ىناك إمكانية  إلا. بالتالي فإنو من غتَ ابؼمكن حساب الإحتمالات بؽذا التوزيع في ىذه ابغالة
.  شيبيشيف متباينة باستخدام وذلك الاحتمالات بؽذه (أدنى حد

:   تكونkفإنو لأي عدد موجب =σ2 V(x) وتباينو μ متغتَا عشوائيا وسطو Xإذا كان 

 

 :مثال

 .سم8سم مع ابكراف معياري  170 وسطومت يتبع توزيعاً طبيعياً بؾموعة من ابؼراىقتُ إذا كان أطوال 

 .سم من ابؼتوسط12 أطول أو أقصر بـ راىقتُ استخدم متباينة شيبيشف لإبهاد حد أعلى لاحتمال أن يكون أحد الم

 :الحل

 إعتمادا على متراجحة شٌبٌشٌف                

( P( |X-170| ≥ 8K ) ≤ 1/ (K
2

 

 :، حصبح المخشاجحتK=1.5بىضغ 

P( |X-170| ≥ 12 ) ≤ 1/ (1.5
2
) 

P( |X-170| ≥ 12) ≤0.44 
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 0.13من خلال جدول التوزيع الطبيعي  سنجد أنها تساوي 

 

 ": ملاحظات®

  إن إستعمال ىذه ابؼتًاجخة ،لا يستدعي بالضرورة معرفة طبيعة قانون  التوزيع الإحتمالي ، إذ تعد معرفة قيمة
 . كافية لذلكE(X)=μ و ابؼتوسط  V(X)= σ2 التباين 

 عندما يكون حجم العينة صغتَا(N<30)و التوزيغ غتَ طبيعي فيجب لإستخدام ىذه ابؼتًاجحة ،. 
 ىذه ابؼتًاجحة لا تساعدنا على  إبهاد الإحتمال ، و إبما تساعدنا فقط على إبهاد حد أعلى لو. 
  تكون متًاجحة شيبيشيف مفيدة فقط إذا كانتkكبتَ نسبيا . 
II. نظرية الأعداد الكبيرة :

تعد نظرية الأعداد الكبتَة إحدى النظريات ابؼهمة في نظريات الإحصاء الرياضي عامة و  نظرية الإحتمالات على 
نظرية  ىذه تنص بحيث . نظرية تصف نتيجة تكرار نفس التجربة عددًا كبتَاً من ابؼراتوجو ابػصوص،  فهي عبارة عن 

على أنو في حالة تكرار نفس التجربة أو الدراسة بشكل مستقل لعدد كبتَ من ابؼرات ، بهب أن يكون متوسط نتائج 
التجارب قريبًا من القيمة ابؼتوقعة 

ىو متوسط قيمة ابؼدى الطويل للمتغتَات  ( ابؼتوسط أو  التوقع ،أو ) (Expected Value) القيمة ابؼتوقعة 
. القيمة ابؼتوقعة مع زيادة عدد المحاولاتىذه تصبح النتيجة أقرب إلى و . العشوائية

 يقتًب أكثر فأكثر من احتمابؽا النظري مع ازدياد ئية  التًدد النسبي بغادثة عشوا فإن قانون الأعداد الكبتَةحسب
 .ئيةعشواالبذربة العدد مرات إعادة 

 .أبسط تجرٌة عشوائٌة هً تجربة رمً زهرة النرد: مثال 

لهذه  المتوقعة القٌمة. متساوٌة باحتمالات مختلفة أحداث ستة النرد، لدٌنا  عند رمً زهرة 

 :هً الأحداث

∑ 6 5 4 3 2 1 X=xi 

1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 P(X=xi) 
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𝐸𝑉 =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6
= 3 .5 

. ذا رمينا النرد مرتتُ فقط ، فقد يكون متوسط النتائج التي تم ابغصول عليها بعيدًا عن القيمة ابؼتوقعةإ

 رمينا النرد عددًا كبتَاً من ابؼرات ، فإن متوسط النتيجة سيكون تكون أقرب إلى كلمافوفقًا لقانون الأعداد الكبتَة ،
 (3.5)القيمة ابؼتوقعة 
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      |       

 2أعمال موجهة في الإحصاء 
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 :تمهيد

بوتل تدريس مقياس الإحصاء الرياضي مكانة بفيزة في بـتلف برامج التكوين خاصة في بؾال العلوم 
الإقتصادية،التجارية و علوم التسيتَ، كونو أحد أىم العناصر الرئيسية في أي عمل إداري أو مؤسسي ، كما يساعد 

الطلاب على إبزاذ القرارات السليمة من خلال الدراسة و التحليل الصحيح للبيانات فيما بىص طريقة أخد العينات و 
 .معرفة مبادئ الإحتمالات، كما لو دور كبتَ في الدراسات العليا، و الأبحاث العلمية و الدراسات الإجتماعية

و الذي إشتمل على بؾموعة من التمارين لكل فصل مدعمة يعتبر ىذا ابعزء من ابؼطبوعة دعما للجزء الأول منها، 
 .لتكون بدثابة دعم للطالب على إكتساب قاعدة متينة لفهم ابؼقياس.بابغل ابؼفصل بؽذه التمارين
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 نظرية المجموعات: 1القائمة 

Set Theory 

 :التمرين الأول

 . متتالية مرتتُ نقود قطعة رمينا

: ابؼطلوب

 .Ωبؾموعة النتائج ابؼمكنة  أكتب -1

 : التالية المجموعات  أكتب- 2
A. الأولى الرمية في صورة ظهور 
B. الأقل على واحدة صورة ظهور 
C. الثانية الرمية في وصورة الرميةالأولى في كتابة ظهور. 

 (A-B) و و  (AᴜC)أوجد . 3

 :الحل

 Ω مجموعة النتائج الممكنة 1.

{PF, FP, PP, FF} =Ω 

 :المجموعات التالية أكتب2.

{FP, FF} =A 

{FP, PF, FF} =B 

{PF} =C 

.3(AᴜC)  وA∩B و (A-B): 

FP, FF, PF} {=AᴜC 

A∩B= {FP,FF                 
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Ø                 = A-B 
 :الثانيالتمرين 

 Ω= {9 ,8,..………,1,2} تكنل

{2, 4, 6, 8}=A  

{1, 2, 3, 4}=B، 

{3, 4, 5, 6}=C. 

 :أ وجد كل من المجموعات التالية

   A:أ وجد  ..11
22..   C A  
33..   (CA)           
44..  AUB 
55..  (A B)          

 :الحل

A =  1,3,5,7,9} 

CA = {4, 6}       

 CA          = {1, 2, 3, 5, 7, 8, 9} 

AUB= {1, 2, 3, 4, 6, 8} 

(A B)         =  1,3,5,6,7,8,9} 

 :التمرين الثالث

، تم التحصل  (ابػبر ، المجاىد) جريديتتُ شخصا حول ابعرائد اليومية  التي يقرأونها من بتُ 60خلال عملية إستقراء ل 
 :على النتائج التالية

 . شخصا يقرأون جريدة ابػبر45
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 . شخصا يقرأون جريدة المجاىد30

 لا يقرأون ىذه ابعريدتتُ إطلاقا05  

 :ابؼطلوب

 ما ىو عدد الأشخاص الذين يقرأون جريدة واحدة على الأقل من بتُ ىذه ابعريدتتُ؟1.

 ماىو عدد الأشخاص الذين يقرأون ابعريدتتُ معا؟2.

 ما ىو عدد الأشخاص الذين يقرأون جريدة ابغبر فقط؟3.

 :ابغل

 :ابؼعطيات

=60Ω 

عدد الأشخاص الذين يقرأون جريدة ابػبر      :  A A=45 

عدد الأشخاص الذين يقرأون جريدة المجاىد      :  B B=30 

A ∩ 𝐵 = 5 

 :ما ىو عدد الأشخاص الذين يقرأون جريدة واحدة على الأقل من بتُ ىذه ابعريدتت1ُ

AUB=Ω-(A ∩ 𝐵 )=60-5=55شخصا  

 :ماىو عدد الأشخاص الذين يقرأون ابعريدتتُ معا2

A∩B=A+B-(AUB) =45+30-55=20شخصا 

 : ما ىو عدد الأشخاص الذين يقرأون جريدة ابغبر فقط3.

A ∩ 𝐵 = 𝐴 −  𝐴 ∩ 𝐵 =45-20 =25 شخصا 
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 :التمرين الرابع

د بكلية الإقتصاد لأحد ابعامعات، تقرر أن .م.بعد عملية ابؼداولات النهائية  لنتائج مستوى السنة الأولى جذع مشتًك ل
 : طالب سيعيدون السنة ،بحيث100

 . طالب سيعيدون مقياس الرياضيات42

  طالب سيعيدون مقياس الإحصاء،55

 (يعيدون مقاييس أخرى) لا يعيدون و لا مقياس من ىذين ابؼقياستُ 30

 :المطلوب

 ما ىو عدد الطلبة الذين سيعيدون مقياس واحد على الأقل من بتُ ىذين ابؼقياستُ؟1.

  ما ىو عدد الطلبة الذين سيعيدون ابؼقياستُ معا؟2.

 ما ىو عدد الطلبة الذين يعيدون مقياسا واحدا فقط من بتُ ىذين ابؼقياستُ؟3.

 :الحل

 :ابؼعطيات

=100Ω 

الطلبة الذين سيعيدون الرياضيات:  M M=42 

 S S=55الطلبة الذين سيعيدون الإخصاء : 

M ∩ 𝑆 =30 

 :عدد الطلبة الذين سيعيدون مقياس واحد على الأقل من بين ىذين المقياسين1.

MUS= Ω-(M ∩ 𝑆 )=100-30=70 طالب 

 :عدد الطلبة الذين سيعيدون المقياسين معا2.

M∩S=M+S-(MUS) =42+55-70=27طالب 
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 :عدد الطلبة الذين يعيدون مقياسا واحدا فقط من بين ىذين المقياسين3.

(M ∩ 𝑆)   ∪ (𝑀 ∩ 𝑆) =  𝑀 −  𝑀 ∩ 𝑆  ∪  𝑆 − (𝑀 ∩ 𝑆_ =(42-27)+(55-
  طالب43=(27
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 أو التوافقيالتحليل العاملي : 2القائمة 

Combinatorial analysis 

: التمرين الأول

.  أشخاص 6 نساء ،بلتار عشوائيا 8 رجال و 5يتكون فوج من 

 كم بعنة بيكن تكوينها؟ .1
 كم بعنة مكونة من رجلتُ ينتميان إلى الفوج بيكن تشكيلها؟ .2
  نساء بيكن تشكيلها؟ 5كم بعنة مكونة من  .3
  نساء من الفةوج بيكن تشكيلها؟1 رجال و5كم بعنة مكونة من  .4

: الحل

 :عدد اللجان الممكن تكوينها .1

𝑪𝟏𝟑
𝟔 =

13!

6! (13 − 6)!
=

13!

6! 7!
=  بعنة 1716

 :عدد اللجان المكونة من رجلين ينتميان إلى الفوج التي يمكن تشكيلها .2

𝑪𝟓
𝟐 ∙ 𝑪𝟖

𝟒 =
5!

2! (5 − 2)!
∙

8!

4! (8 − 4)!
=

5!

2! 3!
∙

8!

4! 4!
=  بعنة 25200

 : إلى الفوج التي يمكن تشكيلها نساء ينتمين 5عدد اللجان المكونة من  .3

𝑪𝟖
𝟓 ∙ 𝑪𝟓

𝟏 =
8!

5! (8 − 5)!
∙

5!

1! (5 − 1)!
=

8!

5! 3!
∙

5!

1! 4!
=  بعنة 1120

 

:  نساء ينتمون إلى الفوج التي يمكن تشكيلها1رجال و  5عدد اللجان المكونة من 

 

𝑪𝟓
𝟓 ∙ 𝑪𝟖

𝟏 =
5!

5! (5 − 5)!
∙

8!

1! (8 − 1)!
=

5!

5! 0!
∙

8!

1! 7!
=  بعان 8
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 :التمرين الثاني

  أرقام بـتلفة على اليسار و 4، بحث بوتوي على (الإبييل)بريده الإلكتًونيأراد أحد الأشخاص عمل رقم سري بغساب 
: أحرف لاتينية بـتلفة على اليمت4ُ

 ؟.كم رقما سريا بيكن تشكيلو بهذه الطريقة .1
 ؟ أرقام بـتلفة بيكن تكوينو3كم رقما سريا بوتوي على  .2
؟  أحرف  بـتلفة بيكن تكوينو2كم رقما سريا بوتوي على  .3

 :الحل

 ( a,b,c,d,……z) حرف لاتيتٍ بلتار منو26و يوجد  (9.…,0,1,2) أرقام بلتار منهم 10يوجد 

 :عدد الأرقام السرية ابؼمكن تشكيلها بهذه الطريقة .1

𝑨𝟏𝟎
𝟒 ∙ 𝑨𝟐𝟔

𝟒 =
10!

(10 − 4)!
∙

26!

(26 − 4)!
= 1.80 ∙ 109 

 

 : أرقام بـتلفة 3 بوتوي على ة ابؼمكن تكونها بحيثسريال امرقعدد الأ .2

𝑨𝟏𝟎
𝟑 ∙ 𝑨𝟐𝟔

𝟓 =
10!

(10 − 3)!
∙

26!

(26 − 5)!
= 5.68 ∙ 109 

 

 : بـتلفةأحرف 2 بوتوي على ة ابؼمكن تكونها بحيثسريال امرقعدد الأ .3

𝑨𝟐𝟔
𝟐 ∙ 𝑨𝟏𝟎

𝟔 =
26!

(26 − 2)!
∙

10!

(10 − 6)!
= 98280000 
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 :التمرين الثالث

.   متسابق20))في إطار تنظيم مسابقة للفروسية من قبل أحد النوادي في منطقة معينة،ترشح 

 فائزين 5، على أن يتم في الأختَ تكرنً ⑳  إلى①قامت ابؽيئة ابؼنظمة للتظاىرة بتًقيم ابػيول بأرقام بـتلفة من 
. الأوائل على التًتيب

 ما ىو عدد ابغالات ابؼمكنة لذلك؟ .1
 .، يفوز و بوتل ابؼرتبة الأولىما ىو عدد ابغالات ابؼمكنة لأن ابغصان رقم  .2

: الحل

 

 ما ىو عدد ابغالات ابؼمكنة لذلك  ..11

𝑨𝟐𝟎
𝟓 =

20!

(20 − 5)!
= 1860480 

 :، يفوز و بوتل ابؼرتبة الأولىما ىو عدد ابغالات ابؼمكنة لأن ابغصان رقم   ..22

𝑨𝟏
𝟏 ∙ 𝑨𝟏𝟗

𝟒 = 1 ∙
19!

(19 − 4)!
= 93024 

: التمرين الرابع
 ؟ STATISTIQUE كم كلمة بيكن تشكيلها من كلمة1.

 ؟GESTION كم كلمة بيكن تشكيلها من كلمة2.

 الواحد تلوى الآخر على التًتيب؟ مقاعد بـتلفة 10أشخاص ابعلوس على  10بكم طريقة بيكن ل 3.
:  الحل

 : عدد الكلمات الممكن تشكيلها1.

𝑷 𝐧
𝐧𝟏,𝐧𝟐,…,𝐧𝐤 =

𝐧!

𝐧𝟏!.𝐧𝟐!…𝐧𝐤!
 

𝑃 11
2 3,1,2,1,1,1 =

11!

2! .3! 1! 2! 1! 1! 1!
=  كلمة 1663200
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 : عدد الكلمات الممكن تشكيلها2.

𝐏𝐧 = 𝐧! 

Pn = 7! =  كلمة 5040

.3 

𝐏𝐧 = 𝐧! 

Pn = 10! = 3628800 

 :التمرين الخامس

 15 أبظاء من قائمة برتوي على 05من أجل تزويد إحدى ابؼستشفيات بكمية معينة من الدم،تم سحب عشوائيا 
أما الباقي ، "+O" أشخاص لديهم فصيلة الدم 10: شخص قاموا بتسجيل أنفسهم من أجل التبرع، موزعتُ كما يلي

  .لديهم ة فصائل دم أخرى

 ابؼمكن تكوينها في ىذه ابغالة؟ ما ىو عدد القوائم1.

 ؟"+O" أشخاص ذوي الفصيلة الدم 3ما ىو عدد القوائم ابؼمكن تكوينها من 2.

 ؟"+O"ما ىو عدد القوائم ابؼمكن تكوينها بحيث لا برتوي على أي شخص ذو الفصية الدم 3.

 :الحل
 :ابؼمكن تكوينها في ىذه ابغالة  عدد القوائم1.

𝐶15
5 =

15!

5! (15 − 5)!
=

15!

5! 10!
= 3003 

 :"+O" أشخاص ذوي الفصيلة الدم 3ما ىو عدد القوائم ابؼمكن تكوينها من 2.

𝐶10
3 𝐶5

2 =
10!

3! (10 − 3)!
∙

5!

2! (5 − 2)!
=  120 .  10 = 1200 
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 :"+O" عدد القوائم ابؼمكن تكوينها بحيث لا برتوي على أي شخص ذو الفصية الدم 3.

𝐶10
0 𝐶5

5 =
10!

0! (10 − 0)!
∙

5!

5! (5 − 5)!
= 1 
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 نظرية الإحتمالات: 03القائمة 

Probability Theory 

 :التمرين الأول

 Ω من فضاء العينة ((C،(B)،(A)لتكن الأحداث التالية 

 :عبر عن ما يلي

.1(A)  و(B) يقع؟ 

.2(C) يقع و(B)   يقع و(A) لا يقع 

 .يقع حادث واحد على الأقل3.

 لايقع أي حادث من بتُ الثلاث؟4.

 :الحل

.1(A)  و(B) يقع : 

A∩B 

.2(C) يقع و(B)   يقع و(A) لا يقع : 

C∩B∩A  

 :يقع حادث واحد على الأقل3.

AUBUC 

 :لايقع أي حادث من بتُ الثلاث4.

A ∩B ∩C  
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 :التمرين الثاني

 :احسب احتمال ابغصول على.تفاحات6فاسدة ،نسحب من ىذا الصندوق 5تفاحة منها 30بوتوي صندوق على 

 .تفاحات صابغة5 .1

 .تفاحات صابغة على الأقل4 .2

 .تفاحات فاسدة على الاكثر3 .3

𝑪𝟑𝟎: عدد ابغالات الكلية   :الحل
𝟔 

1. (A): تفاحات صالحة5الحصول على:   

 

C
CC

AP
6

30

1

5

5

25

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(


  

2. (B): على الأقل تفاحات صالحة4الحصول على : 

C

CCCCCC
BP

6

30

0

5

6

25

1

5

5

25

2

5

4

25

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(


  

 

3. (C): على الأكثر تفاحات صالحة3الحصول على : 

 

C

CCCCCCCC
CP

6

30

6

25

0

5

5

25

1

5

4

25

2

5

3

25

3

5

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(


  

 :التمرين الثالث

. 6 إلى 1 بذارية نرقمها من مراكز 6توجد في إحدى ابؼدن الكبرى بشانية 

.  بذاريا واحدا من بتُ ىذه الفضاءات لإجراء عملية الرقابةمركزابلتار ىيئة بؼراقبة الأسعار كل يوم 

 ابؼركز التجاريكما أنو لا بيكن للهيئة مراقبة نفس  (من الأحد إلى ابػميس) أيام أسبوعيا 5نفرض أن أيام عمل ابؽيئة ىي 
. أكثر من مرة واحدة في نفس الأسبوع

: خلال أسبوع معتُ أحسب احتمالات ابغوادث التالية
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 .يراقب وذلك يوم الأحد2  ركزالم- 1

 .يراقب مرة واحدة على الأكثر 4الفضاء - 2

  .1لا تتم مراقبة الفضاءين - 3

. 3 يراقب مباشرة بعد الفضاء 6الفضاء - 4

 :الحل

𝑨𝟔: عدد ابغالات الكلية
𝟓 =

𝟔!

(𝟔−𝟓)!
= 720 

 :حساب إحتمالات

(A):يراقب وذلك يوم الأحد2  ركزالم. 

166.0
720

120

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

6

4

5

5

6

4

5

1

1 




A

A

A

AA
AP 

 (B): يراقب مرة واحدة على الأكثر 4الفضاء 

1
720

720.5

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

6

5

5

4

5

5

6

5

5

4

5

1

1.5








A

AA

A

AAA
BP 

(C): 1لا تتم مراقبة الفضاء : 

166.0
720

120

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

6

5

5 

A

A
CP 

(D): 3 يراقب مباشرة بعد الفضاء 6الفضاء 

133.0
720

96..

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

6

3

4

5

6

3

4

1

1

1

1 .4.4


A

A

A

AAA
DP 

 :التمرين الرابع

 .  متسابق20))في إطار تنظيم مسابقة للفروسية من قبل أحد النوادي في منطقة معينة،ترشح 
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فائزين الأوائل  ((5، على أن يتم في الأختَ تكرنً ⑳ إلى ①قامت ابؽيئة ابؼنظمة للتظاىرة بتًقيم ابػيول بأرقام بـتلفة من 
 :أحسب إحتمال.على التًتيب

 : (A) ابغصان رقم يفوز و بوتل ابؼرتبة الأولى ،. 

 : (B) الأحصنة رقم ،،⑪،⑰على التًتيب تفوز . 

: (C)و ىل . ⑳ يفوز و بوتل ابؼرتبة الثالثة مباشرة بعد ابغصان رقم⑱ ابغصان رقم(A)  و(C) مستقلان؟ 

D)) : و لا ابغصان رقم ⑬لا يفوز لا ابغصان رقم ⑯. 

 :الحل

𝑨𝟐𝟎: عدد ابغالات الكلية
𝟓 =

𝟐𝟎!

(𝟐𝟎−𝟓)!
= 1860480 

 :حساب إحتمالات

: (A) ابغصان رقم يفوز و بوتل ابؼرتبة الأولى ،. 

05.0
1860480

93024

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

20

4

19

5

20

4

19

1

1 




A
A

A
AAAP  

: (B) الأحصنة رقم ،،⑪،⑰على التًتيب تفوز . 

000017.0
1860480

32.2

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

20

1

16

5

20

5

5

1

16

1

1

1

1

1

1

1

1.2





A
A

A
AAAAAA

BP  

: (C)يفوز و بوتل ابؼرتبة الثالثة مباشرة بعد ابغصان رقم⑱ ابغصان رقم ⑳ . 

0026.0
1860480

4896..

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

20

3

18

5

20

3

18

1

1

1

1 

A
A

A
AAACP  

 

  ىل(A)  و(C) مستقلان؟ 

 .P(AC)=P(A).P(C): نتأكد من العلاقة
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 و العكس صحيح. مستقلان (B)و  (A)فإن كانت العلاقة بؿققة نقول بأن 

 

 A C)) : ابغصان رقميفوز و بوتل ابؼرتبة الثالثة ⑱، يفوز و بوتل ابؼرتبة الأولى و ابغصان رقم 
 ⑳مباشرة بعد ابغصان رقم

0001.0
1860480

272..

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

20

2

17

5

20

2

17

1

1

1

1

1

1 

A

A

A

AAAA
CAP  

 P(A).P(C): 
P(A).P(C)=0.05.0.0026=0.0001 

 مستقلان (C)و  (A) بؿققة نقول بأن P(AC)=P(A).P(C)بدا أن العلاقة 

 

D)) : و لا ابغصان رقم ⑬لا يفوز لا ابغصان رقم ⑯. 

552.0
1860480

1028160

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

20

5

18 

A
ADP  

 :التمرين الخامس

 لتنظيم 58 إلى 1 مرقمة من ولاية, 58 من بتُ ولايات  (5) بإختيار وكالة سفر في إطار تشجيع السياحة الداخلية ،قامت
 : مرة واحدة فقط خلال الرحلة، احسب احتمالات ولاية يتمّ زيارة البحيث رحلة سياحية من بطسة مراحل متتالية 

.  السياحيةرحلة تكون نقطة بداية ال الولاية رقم 1) 

.  السياحيةالرحلة  تكون متتابعة خلال الولايات رقم 2) 

.  السياحيةالرحلة  خلال ولاية رقم   تأتي مباشرة بعد الولاية رقم  ال3) 

 :الحل

𝐴58: عدد ابغالات الكلية
5 =

58!

(58−5)!
= 549853920 



 

 

64 

 :حساب إحتمالات

: (A) الولاية رقم السياحية رحلة تكون نقطة بداية ال 

0172.0
549853920

9480240

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

58

4

57

5

58

4

57

1

1 




A
A

A
AAAP  

: (B)  الولايات رقمالسياحية الرحلة خلال  و بهذا التًتيب  تكون متتابعة 

000016.0
549853920

8910.3

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

58

2

55

5

58

5

5

2

55

1

1

1

1

1

1.3





A
A

A
AAAAA

BP  

: (C) ولاية رقمال رقم ولاية تأتي مباشرة بعد ال السياحيةالرحلة خلال  .

0012.0
549853920

665280..

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

5

58

3

56

5

58

3

56

1

1

1

1 .4.4


A

A

A
AAA

CP  

 :التمرين السادس

قامت شركة معينة بطرح منتوج جديد في السوق، و من أجل التًويج لو و تشجيع ابؼستهلكتُ على إقتنائو، قامت بإجراء 
 .طومبولا من خلال وضع بطاقة رابحة داخل بعض العلب من ىذا ابؼنتوج

 .( 1,2,3,4,5,6,7,8,9)أرقام التالية  (9) بـتارة من مختلفةأرقام  (6)ىذه البطاقة الرابحة برتوي على 

 :   أحسب إحتمال أن 

(A): برتوي البطاقة الرابحة على الرقم④. 

(B) : على التًتيب و تكون في البداية⑨،⑧،②،①برتوي البطاقة الرابحة على الأرقام . 

 مستقلان؟ (B)و  (A)ىل 

(C) : في البطاقة الرابحة⑦ يظهر مباشرة بعد الرقم ②الرقم . 

(D) : و لا على الرقم ③لا برتوي البطاقة الرابحة لا على الرقم ⑤. 

 



 

 

65 

 :الحل

𝑨𝟗: عدد ابغالات الكلية
𝟔 =

𝟗!

(𝟗−𝟔)!
= 60480 

 :حساب إحتمالات

: (A) برتوي البطاقة الرابحة على الرقم ④. 

6666.0
60480

40320

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

6

9

5

8

6

9

5

8

1

1 .6.6





A

A

A

AA
AP 

: (B) على التًتيب و تكون في البداية⑨،⑧،②،① برتوي البطاقة الرابحة على الأرقام . 

0003.0
60480

20

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

6

9

2

5

6

9

5

5

2

5

1

1

1

1

1

1

1

1 




A

A

A

AAAAAA
BP 

  ىل(A)  و(B) مستقلان؟ 
  ىل(A)  و(B) مستقلان؟ 

 .P(AB)=P(A).P(B): نتأكد من العلاقة

 و العكس صحيح. مستقلان (B)و  (A)فإن كانت العلاقة بؿققة نقول بأن 

 

 AB)) : على التًتيب و ⑨،⑧،②،①و برتوي  على الأرقام ④برتوي البطاقة الرابحة على الرقم 
 تكون في البداية

0003.0
60480

24....

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

6

9

1

4

6

9

1

4

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 .6.6


A

A

A

AAAAAA
BAP

 

 P(A).P(B): 
P(A).P(B)=0.6666.0.0003=0.0001 

 غتَ مستقلان  (B)و  (A)  غتَ بؿققة نقول بأن P(AB)=P(A).P(B)بدا أن العلاقة 
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: (C) في البطاقة الرابحة⑦ يظهر مباشرة بعد الرقم ② الرقم  . 

0694.0
60480

4200..

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

6

9

4

7

6

9

4

7

1

1

1

1 .5.5


A

A

A

AAA
CP  

D)) : و لا على الرقم ③لا برتوي البطاقة الرابحة لا على الرقم ⑤ 

0833.0
60480

5040

االممكنت()الكليت الحالاث ػذد

الملائمت الحالاث ػذد
)(

6

9

6

7 

A

A
DP  

 :التمرين السابع

،أما %10في ابؼنتوج (B)، و نسبة العيب%25في ابؼنتوج ( A)،نسبة العيب (B)و  (A)يتميز منتوج مصنع بالعيبتُ 
 .%68نسبة ابؼنتوج ابػال من العيبتُ فهي 

 ما ىي نسبة ابؼنتوج الذي يتميز بعيب واحد على الأقل؟ .1

 ما ىي نسبة ابؼنتوج الذي يتميز بالعيبتُ معا؟ .2

 مستقلان؟ (B)و  (A)ىل العيبتُ .3

 ما ىي نسبة ابؼنتوج الذي يتميز بعيب واحد فقط؟ .4

 :ابغل

 :ابؼعطيات

𝑃 𝐴 = 0.25 

10.0)( BP 

68.0)( BAP  

  𝑃 𝐴⋃𝐵أي حساب :نسبة المنتوج الذي يتميز بعيب واحد على الأقل .1

𝑃 𝐴⋃𝐵 = 1 − 𝑃 𝑨⋃𝑩         = 1 − 𝑃 𝑨   ⋂𝑩   = 1 − 0.68 = 0.32 )32%) 

 

  𝑃 𝐴⋂𝐵 أي حساب: نسبة المنتوج الذي يتميز بالعيبين معا .2



 

 

67 

𝑃 𝐴⋂𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴⋃𝐵 = 0.25 + 0.1 − 0.32 = 0.03(𝟑%) 

 :مستقلان (B)و  (A)ىل العيبين .3

= 𝑃 𝐴⋂𝐵: نتأكد من العلاقة التالية 𝑃 𝐴 .𝑃(𝐵) 

 .فإذا كانت العلاقة بؿققة فإن ابغدثتُ مستقلان و العكس صحيح

03.0)( BAP  

𝑃 𝐴 .𝑃 𝐵 = 0.25.0.10 = 0.025 

)()()( BPAPBAP   

 .إذن العيبتُ غتَ مستقلتُ

+  𝑃 𝐴⋂𝑩  أي حساب:نسبة المنتوج الذي يتميز بعيب واحد فقط .4  𝑃 𝑨   ⋂𝐵  

 

)]()([)]()([)()( BAPBPBAPAPBAPBAP   = 

 

 :التمرين الثامن

أجريت عملية احصائية في كلية العلوم الدقيقة في جامعة ما حول نسبة النجاح لدفعة من الطلبة خلال السنة ابعامعية 
 :ابغالية في مقياستُ الاحصاء و الرياضيات فأعطت النتائج التالية 

  70%نسبة الناجحتُ في مقياس الاحصاء ىو. 
  45نسبة الناجحتُ في مقياس الرياضيات ىو%. 
 بقحوا كذلك في مقياس الرياضيات  40% ،من بتُ الناجحتُ في مقياس الاحصاء . 

 من بتُ الناجحتُ في مقياس الرياضيات ماىي نسبة الطلبة الذين بقحوا في مقياس الاحصاء؟ -1
 ماىي نسبة الطلبة الذين بقحوا في مقياس واحد على الأقل؟ -2
 ماىي نسبة الطلبة  الذين بقحوا في مقياس الاحصاء فقط؟ -3
 ماىي نسبة الطلبة الذين بقحوا في مقياس واحد فقط من بتُ الاثنتُ؟ -4
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 ماىي نسبة الطلبة الذين لم ينجحوا في اي مقياس من بتُ الاثنتُ؟ -5

 :الحل

 :ابؼعطيات

(A)                          الناجحتُ في مقياس الإحصاء  𝑃 𝐴 = 0.70 
(B) :                          45.0الناجحتُ في مقياس الرياضيات)( BP 

P ( B\A)=0.40 

 

 :من بين الناجحين في مقياس الرياضيات ، نسبة الطلبة الذين نجحوا في مقياس الاحصاء   ..11

P ( A\B)=
P(A∩B)

P(B)
 

P A ∩ B = 𝑝 𝐵\𝐴 .𝑃(𝐴) 

P A ∩ B =  0.4 .  0.7 = 0.28 

 : و منه

P ( A\B)=
0.28

0.45
= 0.6222 (62.22%) 

 :نسبة الطلبة الذين نجحوا في مقياس واحد على الاقل  ..22

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 0.7 + 0.45 − 0.28 = 0.87 (87%) 

 :نسبة الطلبة  الذين نجحوا في مقياس الاحصاء فقط  ..33

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  = 𝑃 𝐴 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  = 0.7 − 0.28 = 0.42 (42%) 

 :نسبة الطلبة الذين نجحوا في مقياس واحد فقط من بين الاثنين  ..44
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  + 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 =  𝑃 𝐴 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  +  𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵   

= 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 2𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  + 𝑃 𝐴 − 𝐵 = 0.7 + 0.45 − 2 0.28 = 0.59   (59%) 
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 :ي مقياس من بتُ الاثنتُأماىي نسبة الطلبة الذين لم ينجحوا في   ..55

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  = 1 − 0.87 = 0.13 (13%) 

 :التمرين التاسع

قامت إحدى الوكالات السياحية بصبر آراء لزبائنها حول موقعتُ سياحيتُ ببلد ما ، فتحصلت على النتائج الإحصائية 
: التالية

  نسبة الزبائن الذين يفضلون ابؼوقع (70%) ىي .
       نسبة الزبائن الذين يفضلون ابؼوقع (40%) ، ىي 
        من بتُ الزبائن الذين يفضلون ابؼوقع يفضلون ابؼوقع (25%)،ىناك .

 فقط؟  ما ىي نسبة الذين يفضلون ابؼوقع 1)

 ماىي نسبة الزبائن الذين يفضلون موقع واحد فقط؟   2)

 ما ىي نسبة الزبائن الذين يفضلون موقع واحد على الأقل؟ 3)

؟  ولا ابؼوقع نسبة الزبائن الذين لا يفضلون لا ابؼوقع4) 

 :الحل

 :ابؼعطيات

(A)  الزبائن الذين يفضلون ابؼوقع                           𝑃 𝐴 = 0.70 
(B)  :الزبائن الذين يفضلون ابؼوقع                          40.0)( BP 

P ( B\A) =0.25 

 : فقطنسبة الذين يفضلون الموقع 1.

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  = 𝑃 𝐴 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = P B\A . P A  
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𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 =  0.25 .  0.70 = 0.175 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  =  0.7 − 0.175 = 0.525(52.5%) 

 :نسبة الزبائن الذين يفضلون موقع واحد فقط 2.

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  + 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 =  𝑃 𝐴 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  +  𝑃 𝐵 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵   

= 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 2𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 
𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  + 𝑃 𝐴 − 𝐵 = 0.7 + 0.40 − 2 0.175 = 0.75   (75%) 

 :نسبة الزبائن الذين يفضلون موقع واحد على الأقل3.

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝑃 𝐴 + 𝑃 𝐵 − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑃 𝐴 ∪ 𝐵 = 0.7 + 0.40 − 0.175 = 0.925 (92.5%) 

 

 :الموقع ولا نسبة الزبائن الذين لا يفضلون لا الموقع4.

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) 

𝑃 𝐴 ∩ 𝐵  = 1 − 0.925 = 0.075 (7.5%) 

 

 :التمرين العاشر

الاحتياجات من الورق، و القدرة على :أجرت مؤسسة متخصصة في صناعة الورق، دراسة اىتمت فيها بدعيارين بنا
 :فتحصلت على النتائج التالية.التسديد

 . منهم قادرين على التسديد%80 طن من الورق سنويا، و 12 من العملاء يستعملون أقل من 35%

 . منهم قادرين على التسديد%85 طن من الورق سنويا، و 20-12 من العملاء يستعملون ما بتُ 40%

 . منهم غتَ قادرين على التسديد%10 طن من الورق سنويا،و 20 من العملاء يستعملون فوق 25%

 ما ىي نسبة الزبائن الغتَ قادرين على التسديد؟: المطلوب
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 :الحل

(A): طن من الورق12العملاء الذين يستعملون أقل من. 

(B): ُطن من الورق20-12العملاء الذين يستعملون ما بت . 

(C): طن من الورق20العملاء الذين يستعملون فوق . 

(D):القادرين على التسديد العملاء. 

 : لدينا من ابؼعطيات

  𝑃 𝐴 = 0.35  

  𝑃 𝐵 = 0.40  

  𝑃 𝐶 = 0.25  

20.0)|(80.0)|(  ADPADP  

15.0)|(85.0)|(  BDPBDP  

90.0)|(10.0)|(  CDPCDP  

  :حساب نسبة الزبائن الغير قادرين على التسديد

𝑃 𝑫  =  P 𝑫       𝐴 .𝑃(𝐴)n
i=1 + P 𝑫       𝐵 .𝑃 B + P 𝑫   𝐶 .𝑃 C =

0.20.0.35 + 0.15.0.40 +0.1.0.25=0.155 (15.5%) 

 

 

 

 

 



 

 

72 

 التوزيعات الإحتمالية للمتغير العشوائي المقطع: 4القائمة 

Probability Distributions of a Discrete Random Variable 

 

 : الأولالتمرين

 :عدد حوادث العمل اليومية في مصنع معتُ متغتَ عشوائي ،توزيعو الإحتمالي معطى في ابعدول التالي

5 4 3 2 1 0 X=xi 

K 0.1 0.25 0.20 0.15 2K P)X=xi( 

 :ابؼطلوب

 ؟(K)عتُ قيمة الثابث  .1

 أكتب دالة التوزيع ابؼتجمع ؟ .2

 ؟2احسب احتمال عدد حوادث العمل في ابؼصنع في يوم ما لا يقل عن  .3

   :الحل

 :(K)حساب . 1

 p (X=4)+p (X=3)+p (X=2)+p (X=1)+p+(X=5)1=: بالتالي ، و∑p(X=xi)=1:     نعلم أن

(X=0)p 

2K+0.15+0.20+0.25+0.1+K=1→K=0.1 

 :دالة التوزيع المتجمع .3

 xx

xx

i

n

i
ii

XPXPxF



 
1

)()()(
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0          si          xi<0 

0.2   si   0 ≤xi<  1 

  0.35     si     1 ≤ xi<2 

  0.55   si  2 ≤ xi<3 

0.8   si  3 ≤ xi<4 

0.9      si  4 ≤  xi   <5 

1    si         xi   ≥5 

 

∑ 5 4 3 2 1 0 X=xi 

1 0.1 0.1 0.25 0.20 0.15 0.2 P)X=xi( 

/ 1 0.9 0.80 0.55 0.35 0.2 F(X) 

 

 : 2حساب احتمال عدد الحوادث اليومية لا تقل عن  .4

 :1الطريقة

P) X ≥2(=P) X=2(+P) X=3(+P) X=4(+P) X=5(=0.2+0.25+0.1+0.1=0.65 

 :2الطريقة

P) X ≥2(=1-P) X<2(=1-[ P (X=0)+P(X=1)]=1-(0.2+0.15)=0.65 

 :3الطريقة

FX 

)X(= 
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P) X ≥2(=1-P) X<2(=1- P) X≤1(=1-F1=1-0.35=0.65 

 :الثانيالتمرين 

متغتَ عشوائي يعبر عن عدد ابؼكابؼات التي تصل  (X)إذا كان .تصل مكابؼات إلى بؾمع ىاتفي بدعدل مكابؼتتُ في الدقيقة

 .ابؼكتب خلال ساعة

 ؟احسب توقعو و تباينو؟(X)ما ىو التوزيع الإحتمالي ل  .1

  مكابؼات؟3احسب احتمال أن لا تقل عدد ابؼكابؼات التي تصل ابؼكتب عن  .2

 :الحل

 :التوزيع الإحتمالي .1

(X):عدد المكالمات خلال ساعة. 

(X)خاضع للتوزيع البواسوني:       (λ=120 )X        P      (الساعة: منسوب لوحدة زمنية:  لأنو) 

λ: متوسط عدد ابؼكابؼات خلال ساعة. 

دقيقة، و بالتالي 60 مكابؼة، و نعلم أن الساعة تساوي 2: من ابؼعطيات لدينا متوسط عدد ابؼكابؼات خلال الدقيقة

 . مكالمة120=2.60:متوسط عدد ابؼكابؼات خلال الساعة ىو يساوي 

Xϵ       0, 1, 2, 3....………n} 

𝑃(X = 𝑘) = 2.71−120
120𝑘

k!
 

 توقعو و تباينو : 

120)(  XE
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 : مكالمات3احتمال أن لا تقل عدد المكالمات عن  .2

P) X ≥3(=1-P) X<3(=1-[ P (X=0)+P(X=1)+ P(X=2)]=1-(2.71−120 1200

0!
+

2.71−120 1201

1!
+2.71−120 1202

2!
) 

 :الثالثلتمرين ا

 بوملون 5 أشخاص بطلباتهم للإنضمام إليها، من بينهم 8 وظائف شاغرة، تقدم بؽذه الشركة 3أعلنت شركة عن 

 . أشخاص بالصدفة لتوظيفهم3شهادات جامعية، إختارت ىذه الشركة 

 .متغتَ عشوائي بيثل عدد ابؼتًشحتُ للوظيفة ذوي الشهادات ابعامعية  (X)ليكن 

 أوجد التوزيع الإحتمالي؟احسب متوسطو؟ .1

 ؟4احسب احتمال أن يقل عدد ابؼتًشحتُ ابؼختارين للوظيفة ذوي الشهادات ابعامعية عن  .2

 :الحل

 

 

(X) ( 8,3,5,3) :خاضع للتوزيع الفوق ىندسي   X        H 

 

 

 

120)(  XV

  أشخاص08

روي شهاداث      ليس لهم شهاداث جامؼيت03

 05جامؼيت   

  اشخاص للوظيفة3اختيار 

عدد الأشخاص الذين الأشخاص :(X)ليكن 
 .ذوي الشهادات الجامعية المختارين
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 :التوزيع الإحتمالي 1.

Xϵ   {   0 ,1,2,3 } 

 

 

 متوسطو: 

 

حساب احتمال  .3

 :أشخاص 4  أن يقل عدد المترشحين ذوي الشهادات الجامعية المختارين عن 

P) X <4 (=P (X=0)+P(X=1)+ P(X=2)+ P (X=3)=1→   ٌعتبر حدثا أكٌدا 

:  التمرين الرابع

. عشوائيا قطع10منهم غتَ صابغة للاستخدام ، نقوم بسحب  % 10 قطعة ، 100في مستودع لقطع الغيار 

 متغتَا عشوائيا بيثل ععد القطع الفاسدة  (X)ليكن 

 :المطلوب 

 ؟ (X) أوجد التوزيع الإحتمالي ل 1.

∑ 3 2 1 0 X=xi 

1 10/56 30/56 15/56 1/56 P)X=xi( 
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: الحل

(X) خاضع للتوزيع الفوق ىندسي: 

(100,10,10,90 ) X        H 

Xϵ       0, 1, 2, 3,……..10 } 

   

 

: و لكن بدا أنو لدينا

 N=100>50 

  
𝒏

𝑵
=

𝟏𝟎

𝟏𝟎𝟎
≤ 𝟎.𝟏 

 ":(ذي ابغدين) الفوق ىندسي إلى التوزيع الثنائيالتوزيع ىذا تقريب بيكننافإنو 

P(X=k) = 𝐶10  
𝑘 ∙ (0.1)𝐾  ∙ (0.9)10−k 

: التمرين الخامس

في .(0.2)خلال شهر معتُ، لاحظ مدير مستشفى أن إحتمال عدم بقاح عملية جراحية معينة داخل مستشفى ىو 
 . عملية جراحية15شهر ما تم إجراء 

 .الذيث بيثل عدد العمليات ابعراحية الناجحة (X)لنعرف ابؼتغتَ العشوائي 

 ؟ و أدرس خصائصو؟ (X) ما ىو التوزيع الإحتمالي ل 1.

  عمليات جراحية ناجحة؟3أحسب إحتمال أن تكون ىناك 2.

 ؟3و لا يقل عن  5 أجسب إحتمال أن لا يزيد عدد العمليات ابعراحية عن 3.

  قطعة غيار 100

  قطعة صالحة 90 قطع فاسذة 10

10سحب  قطع   

)ليكن  X عدد القطع الفاسدة:(  
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 :الحل

(X) (ذي ابغدين) خاضع للتوزيع الثنائي 

(n=15,p=0.8,q=o.2 ) X       B  

 :(X) التوزيع الإحتمالي ل 1.

 

 

p  :إحتمال بقاح العملية ابعراحية . 

q :إحتمال عدم بقاح  العملية ابعراحية. 

P(X=k) =𝐶15  
𝑘 ∙ (0.8)𝐾  ∙ (0.2)15−k  

 

 دراسة خصائصو: 
 :حساب التوقع الرياضي -

 

 E(X) =15.(0.8)= 12عملية جراحية ناجحة

 :حساب التباين -

 

V(X)=15.(0.8)(0.2)=2.4≈ 2 

 :حساب الإبكراف ابؼعياري -

𝜎𝑥 =  𝑣 𝑥 =  2,4 = 1.54 
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 : عمليات جراحية ناجحة3 أحسب إحتمال أن تكون ىناك 2.

P(X=3) =𝐶15  
3 ∙ (0.8)3  ∙ (0.2)15−3 

 

 :3و لا يقل عن  5أجسب إحتمال أن لا يزيد عدد العمليات ابعراحية عن 3.

P (3≤X≤5) =𝐶15  
3 ∙ (0.8)3  ∙ (0.2)15−3 + 𝐶15  

4 ∙  0.8 4  ∙ (0.2)15−4 + 𝐶15  
5 ∙

(0.8)5  ∙ (0.2)15−5 

 

 :التمرين السادس

 يتوافد أشخاص على مصلحة الضرائب بدعدل شخص كل دقيقتتُ

 ابؼتغتَ العشوائي الذي بيثل عدد الأشخاص ابؼتوافدين على ابؼصلحة كل ساعتتُ (X)ليكن 

 ؟ و احسب توقع و تباينو؟(X) ما ىو التوزيع الإحتمالي ل 1.

 أحسب إحتمال أن يتوافد على ابؼصلحة شخصان على الأقل؟2.

  أشخاص على الأكثر؟4 أحسب إحتمال أن يتوافد على ابؼصلحة 3.

 :الحل

(X):ُعدد الأشخاص ابؼتوافدين على ابؼصلحة كل ساعتت  

(X)خاضع للتوزيع البواسوني:       (λ=120 )X        P      (منسوب لوحدة زمنية:  لأنو) 

λ:  ( دقيقة120أي كل )الأشخاص ابؼتوافدين على ابؼصلحة كل ساعتتُمتوسط عدد 

 شخص، و عليو فإن  متوسط عدد 2من ابؼعطيات لدينا متوسط عدد الأشخاص ابؼتوافدين كل دقيقتتُ ىو 

  شخص120ىو  ( دقيقة120)الأشخاص ابؼتوافدين كل ساعتتُ



 

 

80 

Xϵ       0, 1, 2, 3....………n} 

𝑃(X = 𝑘) = 2.71−120
120𝑘

k!
 

 توقعو و تباينو: 
E(X)=λ=120 شخص 
V(X)=λ=120 شخص 

 :أن يتوافد على ابؼصلحة شخصان على الأقل: أحسب إحتمال2.

 

P(X≥2)=1-P(X˂2)=1-[P(X=0)+P(X=1)] 

+  2.71−120 1201

1!
 ] =1-[2.71−120 1200

0!
 

=1 

 : أشخاص على الأكثر4أحسب إحتمال أن يتوافد على ابؼصلحة 3.

P (X≤4)= [P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)] 

=2.71−120 1200

0!
+ 2.71−120 1201

1!
+ 2.71−120 1202

2!
+

2.71−120 1203

3!
+2.71−120 1204

4!
 

 :التمرين السابع

 .(0.4)إحتمال  عدم فوزه بأي مقابلة ىو .مقابلات في دورة معينة لكرة القدم في ظروف مستقلة (6)يلعب فريق 

 .متغتَ عشوائي بيثل عدد ابؼقابلات التي لا يفوز بها الفريق (X)ليكن 

 ؟ و أحسب توقع و تباينو؟(X) ما ىو التوزيع الإحجتمالي ل 1.

 أحسب إحتمال عدم فوز الفريق في مبارتتُ على الأقل؟2.

 أحسب إحتمال عدم فوز الفريق في أي مباراة؟3.



 

 

81 

 :الحل

 :، و توقع و تباينو(X)ما ىو التوزيع الإحجتمالي ل  .1

 

 

p  :إحتمال عدم الفوز بابؼباراة . 

q :إحتمال الفوز بابؼباراة 

P(X=k) =𝐶6  
𝑘 ∙ (0.4)𝐾  ∙ (0.6)6−k 

 

 :حساب التوقع الرياضي -
 

E(X) =6.(0.4)=2.4 

 

 :حساب التباين -
V(X) =n.p.q=6(0.4)(0.6)=1.44 

 :أحسب إحتمال عدم فوز الفريق في مبارتتُ على الأقل2.
P(X≥2)=1-P(X˂1)=1-P(X=0) 

=1-𝐶6  
0 ∙ (0.4)0  ∙ (0.6)6−0 

=  1-0.0466= 0.9534 

 :أحسب إحتمال عدم فوز الفريق في أي مباراة3.

P(X=0) = 𝐶6  
0 ∙ (0.4)0  ∙ (0.6)6−0  =0.0466 
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 :التمرين الثامن

 أعضاء لتكليفهم 8 أرادت ابؽيئة تكوين بعنة من .أعضاء غتَ دائمتُ (5)أعضاء دائمتُ و  (7)تتكون ىيئة إدارية من 
 .بدهمة معينة

 ابؼتغتَ العشوائي الذي بيثل عدد الأعضاء الدائمتُ في اللجنة ابؼكونة (X)ليكن 

 ؟ (X)أوجد التوزيع الإحتمالي ل 1.

 ؟3أحسب إحتمال أن لا يقل عدد الأعضاء الدائمتُ عن 2.

 ؟5أحسب إحتمال أن لا يزيد عدد الأعضاء الغتَ دائمتُ عن 3.

 :ابغل

 :(X)التوزيع الإحتمالي ل 1.

(X) خاضع للتوزيع الفوق ىندسي: 

(12,8,7,5 )   X        H 

Xϵ   {3,4,5,6,7 } 

 

  

 

 

 

 

 

7 6 5 4 3 X=xi 

0.0101 0.1414 0.4242 0.3535 0.0707 P(X=xi) 

  عضوا 12

 أعضاء غير 5 أعضاء دائميه7

 دائميه

  عضوا8سحب 

)ليكن  X عدد الأعضاء الدائمين:(  
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 :3 إحتمال أن لا يقل عدد الأعضاء الدائمتُ عن 2.

 :يعتبر ىذا ابغدث أكيد و بالتالي

P(X≥3)=1 

 5 إحتمال أن لا يزيد عدد الأعضاء الغتَ دائمتُ عن 3.

 يعتبر ىذا ابغدث أكيد و بالتالي

P(X≤5)=1 
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 التوزيعات الإحتمالية للمتغير العشوائي المستمر: 5القائمة 

Probability Distributions of a Continuous Random Variable 

 : التمرين الأول

 : كالآتي لو الاحتمالية الكثافة ودالة X العشوائي ابؼتغتَ لديك أفرض

f (X)= 4X3 ,  0 <X< 1 

؟ V(X  ) والتباين E(X)ابؼتوقعة  القيمة  جد:المطلوب

 :الحل

 :E(X) القيمة المتوقعة 1.

𝑑𝑥 𝐸 𝑥 =  𝑥4𝑥3 = 4 𝑥4𝑑𝑥 = 4  
𝑥5

5
 

0

11

0

1

0

= 𝟒  
𝟏

𝟓
− 𝟎 = 𝟎.𝟖 

 :V(X) التباين 2.

V(X) =E(X2)-[E(X)]2 

𝐸 𝑥2 =  𝑥24𝑥3 = 4 𝑥5𝑑𝑥 = 4  
𝑥6

6
 

0

11

0

1

0

= 𝟒  
𝟏

𝟔
− 𝟎 = 𝟎.𝟔𝟔 

 

V(X)= 0.66-(0.8)2=0.02 

 :التمرين الثاني

 : التي تصل إلى مكتب معتُ، متغتَ عشوائي ،دالة كثافة إحتمالو معرفة كما يلي (بالدقائق)مدة ابؼكابؼات ابؽاتفية 

ef
x

x

3
 ,x≥0 

 :ابؼطلوب
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 ؟αعتُ قيمة الثابث  .1

 أكتب دالة التوزيع ابؼتجمع؟ .2

 حساب احتمال أن لا تفوق مدة ابؼكابؼة الواحدة عن دقيقيتتُ؟ .3

 :الحل

 :αحساب  .1

11
0

0

 








dxdxdx fff
xxx

 

10
0

3
0

 






dxdx e
x 

10
0

3
 




dxe
x  

1]
3

1
[ 0

3



 

e
x


 

1
3

1
0 





 

3

1
  

 :و بالتالي

ef
x

x


  ،x≥0 

 

 :FXكتابة دالة التوزيع المتجمع  .2

dx

x

xx fF 


  

   x<0: 01الحالة 

 
00  



dx

x

xF
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 x≥0    :02الحالة 

eeeefffF
xxxx

x
x

x

xx

x

xx
dxdxdxdxdx









   1)1()(][00 0

0

00

0

 

 :بالتاليو 

0 0  si x< 

1-e-x  si x≥0 

 : دقائق2احتمال أن لا تفوق مدة المكالمة عن  .3

P(X≤2)=F2=1-e-2=(1-2.71)-2=0.86 

 :لثالتمرين الثا

 .02، و ابكرافو ابؼعياري 12 طالب في امتحان معتُ بزضع لتوزيع طبيعي،وسطو ابغسابي 200كانت علامات 

 ؟ و احسب عددىم؟15 و 10ما ىي نسبة الطلبة الذين تراوحت علاماتهم ما بتُ  .1

 :الحل

X          N(12,2) 

 :15 و 10حساب نسبة الطلبة الذين تراوحت علاماتهم ما بين  .1

 ؟ P(X≥10≤15)أي حساب 

: بحيث (Zi)إلى  (Xi)بكول 





X
Z

i

i 
 

P(15≥X≥10)= P( (15-12)/2     ≤Zi≤ (10-12)/2)=P( -1≤Zi≤1.5) 

-1)≥1.5)-P(ZI≥=P(Zi  

=P(zi≤1.5)-P(Zi≥1) 

FX= 
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= P(zi≤1.5)-]1-P(Zi<1)[ 

=                                                             0.93-1+0.84=0.77 (77%) 

 (أو ابؼعياري)التوزيع الطبيعي القياسينستعمل جدول 

  طالب154=((200).(0.77= و بالتالي عدد الطلبة 

 

 :التمرين الرابع

 (ألف ددينار جزائري 60( متوسطو طبيعي توزيع يتبع مناطق الوطن  أحد في للأسرة السنوي الدخل كان إذا

 .  400 وتباينو ،

: ابؼطلوب

 السنوي؟ للدخل الاحتمالي التوزيع أوجد1.

 أكتب دالة كثافة الإحتمال؟2.

  دٌنار جزائري؟000 40ما هً نسبة الأسر التً ٌقل دخلها السنوي عن 3.

 

 :الحل

(X) :(بالألف دينار جزائري)متغتَ عشوائي بيثل الدخل السنوي للأسرة في أحد ابؼناطق 

(X)  يتبع التوزيع الطبيعي ، متوسطوE(X)=μ=60 و تباينو ،V(X)= σ2=  400 

X ~N(60,700) 

 :كتابة دالة كثافة الإحتمال2.
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2
)

20

60
(

2

1

220

1
ef

x

x





  

 : دينار جزائري000 40نسبة الأسر التي يقل دخلها السنوي عن 3.

P(X˂40)=P(Z˂40−60

20
)=P(Z˂-1)=0.1587 

 :التمرين الخامس

 .n=10متغتَ عشوائي بىضع لتوزيع مربع كاي بدرجات حرية  (X)ليكن 

 أوجد دالة كثافة الإحتمال بؽذا ابؼتغتَ ؟1.

 ؟P(X≤3.94)أحسب 2.

 :الحل

χ2
(10)~X 

)
2

()1
2

10
(

)
2

10
()2/10(

2

1
x

x
exf




 

                                       P (X≤3.94) =0.95 

 

 :التمرين السادس

بكلية الإقتصاد، تتوزع توزيعا  د .م.طالب سنة أولى ل(300 )ل  الاحصاء الرياضي  امتحان مقياس  نتائج كانت إذا
  δ= 2و إبكرافو ابؼعياري   μ=13طبيعيا ، متوسطو 

  فأقل؟ و ما ىو عدد الطلبة الذين برصلوا عليها؟15أحسب إحتمال ابغصول على علامة - 1

  :ابغل

P(X≤15)=P(Z≤15−13

2
)=P(Z≤1)=0.8413(84.13%) 

                                                           
 : ً(أو المعٌاري)تم إستخراج القٌمة إعتمادا على جدول التوزٌع الطبٌعً القٌاس 
  : تم إستخراج القٌمة من جدول توزٌع مربع كاي( عند درجة حرٌةn=10 ) 
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 :عدد الطلبة

N=300.(0.8413)≈252طالب 
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 العزوم و الدالة المتجددة للعزوم: 6القائمة 

Moments and the moment-generating function 

 

 :التمرين الأول

 : التالي النحو على معطاة 𝑋 مرابؼست العشوائي للمتغتَ احتمال كثافة دالة 𝑓(𝑥) كنلت

𝑓 𝑥 =  

𝑥

2
, 𝑠𝑖 0 < 𝑥 < 2

0, 𝑠𝑖 𝑛𝑜𝑛

  

 

 :ابؼطلوب

 ؟0،1،2،3أحسب العزوم البسيطة من الدرجة 1.

 ؟3 ، 2 ، 1 ، 0 أحسب العزوم ابؼركزية من الدرجة 2.

 :الحل

 0،1،2،3العزوم البسيطة من الدرجة 1.

𝑴𝒓 =  𝑿𝒊
𝒓𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞

 

 

  إذا كانr=0        فإن M0=1 

𝑀0 =  𝑋𝑖
0𝑓 𝑥 𝑑𝑥𝑖

2

0

=  𝑓(𝑥)
2

0

𝑑𝑥 =  
𝑥

2

2

0

𝑑𝑥 =
1

2
 𝑥

2

0

𝑑𝑥 =
1

2
 
𝑥2

2
 

0 

2 

=
1

2
 2 − 0 =

2

2
= 𝟏 

  إذا كانr=1 فإن M1=E(x)   



 

 

91 

 

𝑀1 = 𝐸 𝑋 =  𝑋𝑖
1𝑓 𝑥 𝑑𝑥𝑖

2

0

=  𝑥
𝑋

2

2

0

𝑑𝑥 =
1

2
 𝑥2𝑑𝑥 =

1

2

2

0

 
𝑥3

3
 

0 

2 

=
1

2
 

8

3
− 0 = 𝟒/𝟑 

 

  إذا كانr=2 فإن M2=E(x
2
) 

 

𝑴𝟐 =  𝑿𝒊
𝟐𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

𝟐

𝟎

=  𝑥2
𝑋

2

2

0

𝑑𝑥 =
1

2
 𝑥3𝑑𝑥 =

1

2

2

0

 
𝑥4

4
 

0 

2 

=
1

2
 4 − 0 

= 2 

  إذا كانr=3: 

 

𝑴𝟑 =  𝑿𝒊
𝟑𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

𝟐

𝟎

=  𝑥3
𝑋

2

2

0

𝑑𝑥 =
1

2
 𝑥4𝑑𝑥 =

1

2

2

0

 
𝑥5

5
 

0 

2 

=
1

2
 

32

5
− 0 =

𝟏𝟔

𝟓
 

 

 :3 ، 2 ، 1 ، 0 العزوم المركزية من الدرجة 2

 

    𝑴𝒓 =   𝒙𝒊 − 𝑬(𝒙) 𝒓𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞
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  إذاكانr=0 فإن M0=1 

    𝑴𝟎 =   𝒙𝒊 − 𝑬(𝒙) 𝟎𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞

=  1𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞

= 𝟏 

 

  إذا كانr=1، فإن  M 1=0 

  

    𝑴𝟏 =   𝒙𝒊 − 𝑬(𝒙) 𝟏𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞

=  𝒙𝒊𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞

− 𝑬 𝑿  𝒇 𝒙 𝒅𝒙𝒊

−∞

+∞

= 𝑬 𝑿 − 𝑬 𝑿 .𝟏

= 𝟎 

 

  إذا كانr=2، فإن  M 2=V(x)   

𝑴𝟐 =   𝑥𝑖 − 𝐸(𝑥) 2𝑓 𝑥 𝑑𝑥𝑖

−∞

+∞

=   𝑥𝑖 −
4

3
 

2

𝑓 𝑥 𝑑𝑥𝑖

−∞

+∞

=   𝑥𝑖 −
4

3
 

2

0𝑑𝑥𝑖

0

−∞

+   𝑥𝑖 −
4

3
 

2 𝑥

2
𝑑𝑥𝑖 +

2

0

  𝑥𝑖 −
4

3
 

2

0𝑑𝑥𝑖

+∞

2

=
2

9
 

 

  إذا كانr=3، فإن   
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    𝑴𝟑 =   𝑥𝑖 − 𝐸(𝑥) 3𝑓 𝑥 𝑑𝑥𝑖

−∞

+∞

=   𝑥𝑖 −
4

3
 

3

0𝑑𝑥𝑖

0

−∞

+   𝑥𝑖 −
4

3
 

3 𝑥

2
𝑑𝑥𝑖 +

2

0

  𝑥𝑖 −
4

3
 

3

0𝑑𝑥𝑖

+∞

2

= 

 

 :التمرين الثاني

 :، معطاة على الشكل التاليXإذا كانت الدالة الإحتمالية للمتغتَ العشوائي 

𝑃(𝑋) =  
 𝑛
𝑥
 𝑝𝑥

0
 (1 − 𝑝)𝑛−𝑋        ,         X=0,1,2,….n 

 ؟ Xأوجد الدالة ابؼولدة للعزم للمتغتَ العشوائي : ابؼطلوب

 :من خلال تعريف الدالة ابؼولدة للعزم، لدينا

ℳx t =  𝑒𝑡𝑥p(x)

𝑛

𝑥=0

=  𝑒𝑡𝑥  
𝑛

𝑥
 𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑋 =   

n

x
 (𝑒𝑡𝑝)𝑋(1 − 𝑝)𝑛−𝑋

𝑛

0=0

𝑛

0=0

 

 

 :التمرين الثالث

 :، و كانت الدالة ابؼولدة للعزم E(X)=3إذا كانت القيمة ابؼتوقعة 

M(t)= 𝑝𝑒 𝑡

1−𝑒 𝑡+ 𝑝 .𝑒 𝑡
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 ؟Pأوجد قيمة 

 :ابغل

  في ابؼشتقة الأولىt=0، ثم نعوض M(t )نقوم بإبهاد ابؼشتقة الأولى ل

Mˋ(t)= 𝑝𝑒 𝑡

 1−𝑒 𝑡+ 𝑝 .𝑒 𝑡 2 

Mˋ(0)= 𝑝

𝑝2 =
1

𝑝
 

Mˋ(0)=E(X) 
1

𝑝
= 3 𝑝 =

1

3
 

 :التمرين الرابع

 :، معطاة على الشكل التاليXإذا كانت دالة الكثافة  الإحتمالية للمتغتَ العشوائي ابؼستمر 

 

𝑓𝑥 =  
1

𝑏−𝑎

0

       ,    a Xb 

 ؟Xأوجد الدالة ابؼولدة للعزم للمتغتَ العشوائي : ابؼطلوب

 :ابغل

  ℳx t =  𝑒𝑡𝑥
1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥 =

1

 b − a 
 𝑒𝑡𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

=
1

(𝑏 − 𝑎)

1

𝑡
 𝑒𝑡𝑥  𝑎

𝑏  

 

ℳx t =
1

 𝑏 − 𝑎 𝑡
(𝑒𝑏𝑡 − 𝑒𝑎𝑡 ) 
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 نظرية شيبيشيف و نظرية الأعداد الكبيرة: 7القائمة 

Chebyshov theorem and Large Number Theory 

 

: التمرين الأول

. 50إذا إفتًضنا أن عدد ابؼنتجات ابؼصنعة في الشركة خلال أسبوع ىو متغتَ عشوائي بدتوسط 

 ، فماذا بيكن أن نقول عن احتمال أن بىتلف الإنتاج في ىذا V(X)=25إذا كان التباين في أسبوع الإنتاج يساوي 
؟  عن ابؼتوسط10الأسبوع بأكثر من 

 : الحل

 "Chebyshov " نظرية شيبيشيفبتطبيق عدم ابؼساواة في

 
 على الأكثر (%25)0.25:  عن ابؼتوسط ىو 10حتمال أن بىتلف الإنتاج في ىذا الأسبوع بأكثر من إذن إ

 :التمرين الثاني

 القيمة تأخذ بحيث ، Bernoulli توزيع مع ابؼستقلة العشوائية ابؼتغتَات من عينة ىي X1 ، X2 ، ... Xn لتكن
.  p = 0.5 بالاحتمال 1

؟ .   Sn - 0.5 | ≥0.1 ≤0.01 |  أن احتمال أن من التأكد على قادرة لتكون العينة حجم ىو ما

 الحل

 : لدينا

E (X) = μ = p = 0.5 
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Var (X) = σ2= p (1-p) = 0.25. 

 : k> 0 لأي ، Chebyshov نظرية بتطبيق عدم ابؼساواة في

 

 : k = 0.1 بأخذ

  

 

. 2500 ىو .   Sn - 0.5 | ≥0.1 ≤0.01 | و عليو فإن  حجم عينة لضمان أن يكون احتمال ابغدث

: التمرين الثالث

. سم8 سم مع ابكراف معياري 170إذا كان أطوال بؾموعة من ابؼراىقتُ  يتبع توزيعاً طبيعياً متوسطو 

. سم من ابؼتوسط12 استخدم متباينة شيبيشف لإبهاد حد أعلى لاحتمال أن يكون أحد ابؼراىقتُ أطول أو أقصر بـ 

 :الحل

                 إعتمادا على متًاجحة شيبيشيف

( P( |X-170| ≥ 8K ) ≤ 1/ (K
2

 

 :، حصبح المخشاجحتK=1.5بىضغ 

P( |X-170| ≥ 12 ) ≤ 1/ (1.5
2
) 

P( |X-170| ≥ 12) ≤0.44 

 :التمرين الرابع

 .  σ = 1سنوات، والابكراف ابؼعياري 8متوسط مدة التمدرس في بؾتمع معتُ ىي 

.  سنوات لفرد بـتار عشوائيا من ىذا المجتمع10 و6أحسب أدنى احتمال بؼدة بسدرس بتُ  .1

 إذا
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 . سنوات10 سنوات أو لا تقل عن 6أحسب أقصى احتمال بؼدة بسدرس لا تزيد عن  .2

 :الحل

 : سنوات لفرد بـتار عشوائيا من ىذا المجتمع10 و6 أدنى احتمال بؼدة بسدرس بتُ 1.

 μ ،σ = 1= 8   لدينا 

 k=2بوضع 

 
 0.75 :وه  سنوات لفرد بـتار عشوائيا من ىذا المجتمع10 و6أدنى احتمال بؼدة بسدرس بتُ 

 :10 سنوات أو لا تقل عن 6 احتمال بؼدة بسدرس لا تزيد عن  أقصى2.

 k=2بوضع 

   
 .0.25 ىو 10 سنوات أو لا تقل عن 6 احتمال بؼدة بسدرس لا تزيد عن أقصى
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