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Examen du deuxième semestre de mathématiques

Exercice 1: ( 06 pts)

Soit la matrice M =

�
1 1 0
0 1 1

�
1. Calculer les matrices A et B dé�nies par

A = (M t):M ; B = A+ Id

oùM t est la transposée de la matriceM et Id est la matrice identité d�ordre
3.
2. Trouver les valeurs des réels a et b qui veri�ents:

B2 = a

0@ 1 1 1
1 3 1
1 1 1

1A+ b
0@ 0 0 1
0 1 0
1 0 0

1A :
Exercice 2: ( 06 pts)

On considère les matrices A =

0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A ; D =

0@ 2 0 0
0 �1 0
0 0 3

1A :
1) Véri�er que A2 � 3A+ 2Id = 0; puis en déduire A�1:
2) Calculer D�1; det(D) et D2019: :

Exercice 3: ( 08 pts)
Soit le système des équations linéaires suivant:

(S)

8<: 2y + x� 3z = 1
y � x� 2 = 0
3x+ z + y = 3

1) Ecrire le système (S) sous la forme matricielle A:X = B :
2) Le système (S) est-il de Cramer ? Si oui, résoudre (S) par deux méthodes

di¤érentes de votre choix.

Bon courage.
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Exercice 1 :
1) Calcule deA et B :

A = (M t):M

=

0@ 1 0
1 1
0 1

1A� 1 1 0
0 1 1

�
::::::(01)

=

0@ 1 1 0
1 2 1
0 1 1

1A :::::::::(01)

B = A+ Id

=

0@ 1 1 0
1 2 1
0 1 1

1A+
0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A :::::::(0:5)
=

0@ 2 1 0
1 3 1
0 1 2

1A ::::::::::(0:5)
2) Calcule de a et b :

B2 =

0@ 2 1 0
1 3 1
0 1 2

1A�
0@ 2 1 0
1 3 1
0 1 2

1A
=

0@ 5 5 1
5 11 5
1 5 5

1A :::::::::::::::(01)

a

0@ 1 1 1
1 3 1
1 1 1

1A+ b
0@ 0 0 1
0 1 0
1 0 0

1A =

0@ a a a+ b
a 3a+ b a

a+ b a a

1A :::(0:5)
on a

B2 = a

0@ 1 1 1
1 3 1
1 1 1

1A+ b
0@ 0 0 1
0 1 0
1 0 0

1A
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Donc 8<: a = 5
a+ b = 1
3a+ b = 11

:::::::(01)

Alors �
a = 5
b = �4 :::::::::(0:5)

Exercice 2:
1) Véri�cation que A2 � 3A+ 2Id = 0 :

A2 =

0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A�
0@ 0 1 �1
�3 4 �3
�1 1 0

1A
=

0@ �2 3 �3
�9 10 �9
�3 3 �2

1A :::::::::::::(01)

A2 � 3A =

0@ �2 3 �3
�9 10 �9
�3 3 �2

1A+
0@ 0 �3 3
9 �12 9
3 �3 0

1A
=

0@ �2 0 0
0 �2 0
0 0 �2

1A
= �2Id::::::::::::::::::(01)

Donc
A2 � 3A+ 2Id = 0::::::::::::::(0:5)

* Déductions de A�1:

A2 � 3A+ 2Id = 0, A (A� 3Id) = �2Id

, A�
�
A� 3Id
�2

�
= Id::::::::::::::::::::(01)

D�autre part

A2 � 3A+ 2Id = 0, (A� 3Id)A = �2Id

,
�
A� 3Id
�2

�
�A = Id

Posons

A�1 =
1

2
(3Id�A) = 1

2

0@ 3 �1 1
3 �1 3
1 �1 3

1A :::::::::(0:5)
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Donc
A�A�1 = A�1 �A = Id

2) Calcule de D�1 :

D�1 =

0@ 1
2 0 0
0 �1 0
0 0 1

3

1A :::::::(01)
det(D) = 2� (�1)� 3 = �6:::::::::(0:5)

D2019 =

0@ (2)
2019

0 0

0 (�1)2019 0
0 0 32019

1A :::::::(0:5)
Car D est une matrice diagonale.

Exercice 3 :

1) La forme matricielle :

(S), A�X = B

avec

A =

0@ 1 2 �3
�1 1 0
3 1 1

1A ; X =

0@ x
y
z

1A ; B =
0@ 1
2
3

1A :::::::::(01)
on a (S) est un système carrée et

det (A) = 15 6= 0:::::::(01)

donc est (S) un système de Cramer.

2) Résolution du système :
- Méthode d�inverse:

A�X = B , A�1 �A�X = A�1 �B
, Id�X = A�1 �B
, X = A�1 �B:::::::::::(0:25)

Calculons maintenant A�1 :

A�1 =
1

det(A)
[cof(A)]

t
:::::::::::(0:25)

=
1

15

0@ 1 �5 3
1 10 3
�4 5 3

1A :::::::::::(01:75)
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Donc

X =
1

15

0@ 1 �5 3
1 10 3
�4 5 3

1A�
0@ 1
2
3

1A =

0@ 0
2
1

1A ::::::::(0:75)
S =

��
x y z

�
=
�
0 2 1

�	
- Méthode de Cramer :

x =
det(Ax)

det(A)
; y =

det(Ay)

det(A)
; z =

det(Az)

det(A)
::::::(0:75)

det (Ax) =

������
1 2 �3
2 1 0
3 1 1

������ = 0:::::::(0:5)
det (Ay) =

������
1 1 �3
�1 2 0
3 3 1

������ = 30::::::(0:5)
det(Az) =

������
1 2 1
�1 1 2
3 1 3

������ = 15::::::(0:5)
Donc

x = 0; y = 2; z = 1:::::(0:75)

- Méthode de Gauss:

L1 !
L2 !
L3 !

������
1 2 �3
�1 1 0
3 1 1

������
1
2
3

������
* L02 = L1 + L2 : ::::::(0:75)

L1 !
L02 !
L3 !

������
1 2 �3
0 3 �3
3 1 1

������
1
3
3

������
* L03 = L3 � 3L1 : :::::::::::(0:75)

L1 !
L02 !
L03 !

������
1 2 �3
0 3 �3
0 �5 10

������
1
3
0

������
* L003 = 3L

0
3 + 5L

0
2 : ::::::::::::(0:75)

L1 !
L02 !
L003 !

������
1 2 �3
0 3 �3
0 0 15

������
1
3
15

������
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Donc

(S) ,

8<: x+ 2y � 3z = 1
3y � 3z = 3
15z = 15

,

8<: x = 0
y = 2
z = 1

::::::::::(0:75)
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